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VOORBERICHT. 



Reeds herhaaldelijk was door den uitgever van dit leerboek tot 
Prof. VAN Geer het verzoek gericht, een nieuwen druk van zyn „Leer- 
boek der Meetkunde" te willen bewerken. Telkenmale echter was de 
hoogleeraar door drukke bezigheden verhinderd aan dit verzoek te voldoen. 

Toen nu in het vorige jaar de uitgever opnieuw by den hoogge- 
leerden schrijver op een herziening van zyn boek aandrong, vereerde 
deze my met het verzoek een nieuwe uitgave van genoemd werk in 
gereedheid te brengen en hoewel ik my geenszins de moeilykheid ont- 
-^ veinzen kon, den voortreffelyken geest, die het oorspronkeljjke werk be- 
"t:: zielde, bewaard te doen blyven, besloot ik toch die opdracht te aanvaarden. 
^ Reeds spoedig echter vestigde zich de overtuiging, dat, zou het nieuwe 
^ werk inderdaad den geest van den vorigen schrjjver blflven ademen, veel- 
^ vuldig overleg en herhaalde besprekingen noodig zouden zijn. Maar ook 
^ hiertoe ontbrak helaas den hooggeleerden schrijver de zoo noodige tyd. 

Nu was reeds in hec vorige jaar door my een leerboek der plani- 
metrie voor de pers in gereedheid gebracht, dat slechts op een laatste 
revisie van het manuscript wachtte. In verband met het voorgaande 
verzocht ik daarom Prof. van Geer verlof, dit werk met het oog op 
het gewenschte doel te herzien, hetgeen mü met de meeste vrygevJR- 
heid toegestaan werd. 

Het werk, dat hierby aangeboden wordt, is dan ook te beschouwen 
als het resultaat van het gemeenschappelijk overleg tusschen den hoog- 
leeraar, den uitgever en den ondergeteekende. Een enkel woord ter 
inleiding moge hier plaats vinden, voornamelijk ten einde uiteen te zetten, 
in hoeverre ik my met de bestaande werken op dit gebied, hoezeer ook 
hunne uitstekende eigenschappen waardeerende, niet kon vereenigen. 

Allereerst wat de volgorde der behandelde onderwerpen betreft. De 
eenvoudigste eigenschappen van den cirkel, die gemakkelijk uit die 
van den driehoek voortvloeien en bij de oplossing van werkstukken 
herhsialdelijk toepassing vinden, worden gewoonlijk na de betrekkelijk 
zeer ingewikkelde berekening van lijnen en de oppervlakken der figuren 
behandeld, zoodat zich het abnormale verschijnsel vertoont, dat de 
leerstof voor de derde klasse van onze hoogere burgerscholen en 
gymnasia, althans in den beginne, aanzienlijk gemakkelijker is dan 
die in de voorafgaande jaren. Het scheen miJ wenschelijk hierin ver- 
andering te brengen, te meer, omdat zich tegen een andere rang- 
schikking geen enkel bezwaar kan laten gelden. 
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VOORBERICHT. 

Ten tweede acht ik het noodzakelijk, dat geen werkstuk uitgevoerd 
worde, zonder dat de oplossing door een analyse voorbereid is. Waar 
meer ingewikkelde werkstukken alleen langs dezen weg opgelost 
kunnen worden, is het noodig, dat de leerling een helder inzicht in 
een zoodanige redeneering verkryge en dit doel kan wel niet anders 
bereikt worden, dan door hem reeds b\j de eenvoudigste constructies 
zich in het zoeken naar de analyse te laten oefenen. 

Maar bovendien komt het mfl voor, dat in den regel in de bestaande 
leerboeken te weinig getracht wordt, den leerlingen inzicht te geven 
in de wjjze, waarop men het bewys voor de meer ingewikkelde stel- 
lingen afleiden kan. En toch moet dit naar mtjn meening het hoofddoel 
van ons onderwijs ziJn. In het bijzonder heeft my steeds getroffen, 
dat nergens in een der my bekende werken eenige motiveering ge- 
vonden wordt voor het trekken van hulplijnen, zooals deze bij het 
bewijs van de theorema's van Menelaus en Ptolemaeus, om slechts 
enkele voorbeelden te noemen, voorkomen. Bfl de hier gevolgde 
methode verschijnen deze hulplijnen niet plotseling als gelukkige vond- 
sten van onbekende of bekende meetkundigen, doch als denknoodwen- 
digheden. Natuurlijk kan het niet verwonderen, dat in vele gevallen 
dientengevolge aan de bespreking van zulk een eigenschap meer 
plaats moest worden toegekend dan in andere dergelijke werken. 

Eindelijk heb ik gemeend, ook in verband met een redevoering, door 
den hoogleeraar D^. P. H. Sohoute voor twee jaren uitgesproken, aan 
de leerstof een kleine uitbreiding te kunnen geven. Overtuigd, dat bij 
de bestaande inrichting van h'et middelbaar en hooger onderwijs het 
niet altijd gemakkelijk zal vallen, den tijd te vinden om meer onder- 
werpiön dan tot heden te behandelen, ben ik zoo voorzichtig mogelijk 
te werk gegaan. Slechts een paar eigenschappen van de harmonische 
ligging van punten en de daarbij aansluitende leer der poollijn van 
een punt ten opzichte van een cirkel heb ik aan de gebruikelijke 
leerstof toegevoegd, terwijl ook de eigenschappen der machtlijn van 
twee cirkels, die nu reeds veelal onder de vraagstukken voorkomen, 
in de theorie opgenomen werden. In een aanteekening is bovendien 
nog het begrip der dubbelverhouding van vier punten met eenige 
daaruit voortvloeiende eigenschappen ontwikkeld. 

De invoeging van deze nieuwe onderwerpen is echter zoo geschied, 
dat de behandeling zonder eenig bezwaar vermeden kan worden. Men 
heeft daartoe slechts de § § 78—82, 90, 109, 117—120 weg te laten. 

Onder de vraagstukken ziin verschillende opgenomen, die eerst in 
het laatste vijf-en-twintigtal jaren gevonden zfln. 

P. MOLENBROEK. 
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vlak vormt. Van een vlak neemt men dan gewooniyk aan, dat het 
twee uitgebreidheden bezit, die waargenomen kunnen worden. 

Wanneer men eindeltjk een groot aantal vlakken zoodanig gekozen 
en geplaatst denkt, dat elk punt van het tweede vlak aan een punt 
van het eerste en een punt van het derde vlak sluit, elk punt van 
het derde vlak aan een punt van het tweede en een punt van het 
vierde enz., zoodat een deel der ruimte met drie waarneembare uitge- 
breidheden verkregen wordt, dan is een lichaam ontstaan. Een lichaam 
kan dus ook door de beweging van een vlak voortgebracht worden 
en omgekeerd kan men een vlak als de grens van een lichaam 
beschouwen. 

2. Punten, UJnen, vlakken en lichamen en de samenstellingen daar- 
van vormen de meetkundige figuren. 

De meetkunde houdt zich bezig met de eigenschappen der figuren. 
Van een figuur kunnen eenige eigenschappen reeds btj voorbaat ge- 
geven ondersteld worden om daaruit andere eigenschappen af te 
leiden. Die eerste eigenschappen vormen tezamen het gegevene of 
onderstelde. 

Bfj het afleiden der eigenschappen begint men met de meer 
eenvoudige en tracht hieruit tot de meer ingewikkelde te geraken. 
Zoodoende worden z^ in een bepaalde orde gerangschikt, zoodanig, 
dat elke volgende eigenschap uit de voorafgaande kan worden afgelwd. 

Men erkent een eigenschap eerst als juist, wanneer men haar als 
gevolg van voorafgaande eigenschappen en van het gegevene heeft 
afgeleid. Deze handeling wordt het bewtjs der eigenschap genoemd. 

De eigenschappen van meetkundige figuren heeten ook wel 
stellingen. 

Een bjjzondere methode van bewijzen wordt de indirecte genoemd 
of het bewtjs uit het ongerijmde. Zy bestaat daarin, dat men in 
verband met hetgeen bewezen moet worden, alle mogelijke onderstellingen 
opmaakt en vervolgens aantoont, dat elke andere onderstelling, dan 
die welke in de eigenschap genoemd wordt, tot een besluit voert, dat 
in strijd is met het gegevene of met voorafgaande eigenschappen. 
Moet men b. v. bewijzen, dat twee grootheden A en B gelijk zijn, 
dan herkent men allereerst, dat hier drie feiten denkbaar zijn : 1® A is 
gelijk aan B; 2^ A is grooter dan B; 3^ A is kleiner dan B. Gelukt 
het nu aan te toonen, dat de tweede onderstelling tot een besluit 
voert, dat tegen bekende eigenschappen strijdt en dat hetzelfde met 
de derde onderstelling het geval is, dan behoeft men de eerste onder- 
stelling, namelijk, dat A gelijk aan B is, niet verder te onderzoeken, 
omdat zij de eenig overgebleven mogelijkheid is en haar juistheid kan 
dus zonder meer aangenomen worden. • 

Tegenover het indirecte bewijs staat het directe, waarbij men onmid- 
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delltjk door een redeneering laat zien, dat, hetgeen bewezen moet 
worden, uit het gegevene volgt. 

Hetgeen bewezen moet worden, duidt men ook wel kortheidshalve 
door het gestelde aan. 

Bö de in dit werk genoemde eigenschappen zfln meestal de bewflzen 
gevoegd. Slechts by enkele, waarvan het bewfls zeer eenvoudig is, 
wordt dit aan den leerling overgelaten. 

3. Bü elke eigenschap behoort een omgekeerde stelling, die ver- 
kregen wordt door b^j de eerste het onderstelde met het gestelde te ver- 
wisselen. Het kan ook voorkomen, dat het gegevene uit meerdere onder- 
deelen bestaat en evenzoo het gestelde. In dat geval kan men een of 
meer der onderdeelen van het onderstelde met even zoovele onder- 
deelen van het gestelde verwisselen. Hierdoor is het mogelijk, dat uit 
één enkele stelling twee of meer omgekeerde stellingen ontstaan. 

Een omgekeerde stelling moet steeds weder uit voorafgaande stel- 
lingen en uit het gegevene worden afgeleid. 

4. Een l^jn, die men zoodanig voor het oog kan plaatsen, dat men 
haar als een enkel punt ziet, noemt men een rechte. Een rechte wordt 
aangeduid door twee letters, bjj twee harer punten geplaatst. 

Een lyn, die niet recht is, maar die uit deelen bestaat, welke recht 
zj{jn, heet gebroken. 

Een rechte, die met een andere rechte opnieuw een rechte vormt, 
wordt het verlengde van die andere genoemd. 

Een Ifln, die niet recht of gebroken is, wordt kromme genoemd. 

Een vlak, dat de eigenschap heeft, dat elke rechte Ifln, die twee 
punten daarmede gemeen heeft, geheel daarmede samenvalt, heet 
plat vlak. 

Van een Ifln, die alle punten met een vlak gemeen heeft, zegt men, 
dat zfl in het vlak ügt. 

Elk vlak, dat niet plat is, of niet uit deelen bestaat, die plat zfln, 
heet gebogen vlak. 

5. Onder de eigenschappen komen er eenige voor, die niet uit de 
voorafgaande kunnen worden afgeleid, d. i. dus niet bewezen kunnen 
worden. Zy worden axioma's genoemd. Het is duideltjk, dat elke 
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twee punten A en B getrokken wordt en niet in die punten ver- 
lengd gedacht wordt, heet de afstand der punten A en B. 

Twee rechten kunnen dus steeds slechts hoogstens één punt ge- 
meen hebben. Is dit het geval, dan zegt men, dat die twee rechten 
elkander in dat punt ontmoeten of snQden. 

Twee rechten, die, hoever men beide ook verlengen moge, geen 
enkel punt gemeen hebben en die in hetzelfde vlak liggen, heeten 
evenwtJdig. Men duidt dit aldus aan: AB||CD. 
Eigensohap 1. Een rechte heeft aan elke zijde slechte één verlengde. 
Bew^s: Er z^jn namel^k de volgende onderstellingen mogel^k: de 
rechte A B heeft b^ het punt B één verlengde of zQ heeft er meer. Onder- 
stelt men nu, dat A B 

^ ^ — ___^^^ ^ bfl B twee verlengden 

j) had, BC en BD, dan 

zouden ABC en A B D 

^^' beide recht moeten z^jn. 

Men zou dus door de 

beide punten A en B twee rechten kunnen trekken, zonder dat 

deze samenvallen. Dit strijdt tegen Axioma II. 

6. Om tot een uitdrukking voor de grootte van een voorwerp in 
getallen te geraken, is het altyd noodig dat voorwerp met een ander van 
dezelfde soort te vergeleken. Ten einde nu een dergelijke vergelijking 
van twee voorwerpen van dezelfde soort uit te voeren, moet eerst vast- 
gesteld worden, wanneer men twee zoodanige voorwerpen geiyk zal 
noemen en dan verder, wat men onder de som van twee dergelijke 
voorwerpen verstaan zal. Daarna zullen wtj steeds het verschil van 
twee geiyksoortige grootheden beschouwen als een derde grootheid, die 
bfl de eene gevoegd de andere tot som oplevert. 

Ztjn in een som de beide termen gelijk, dan zullen wQ de uitkomst 
het dubbele van elk der termen en omgekeerd elk der termen de 
helft van de som noemen. 
Het volgende voorbeeld moge ter opheldering dienen: 
Twee rechten worden gelQk genoemd, als zfj zoodanig geplaatst 
kunnen worden, dat zJU elkander volkomen bedekken. 
Onder de som van twee rechten verstaat men de rechte, die 

verkregen wordt door een 

, ' van beide in het verlengde 

-^ BC yg^jj ^Q andere te plaatsen. 

Dus is in fig. 2 



Fig. 2. 



AC = AB-4-BC. 



Men zegt dan, dat A C grooter is dan A B en dan B C en om- 
gekeerd, dat A B en B C elk kleiner zfln dan A C. Dat een grootheid 
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A grooter is dan B, zullen wy in het vervolg steeds aldus schrflyen: 
A > B. Evenzoo, dat A kleiner is dan B, aldus : A < B. Eindeiyk geeft 
A4:B aan, dat A en B niet geiyk zfln. 

Het verschil van twee rechten is de rechte, die bfl de tweede 
gevoegd moet worden om de eerste te verkregen. Derhalve is in ^g. 2 

ABz=AC — BC, ^^r^ 

omdat (\} ^' 

AC = AB4-BC. 

Wanneer men (Fig. 3) op het verlengde van een rechte AB een 
stuk BC neemt, dat gelyk is aan die rechte, dan zegt men, dat 

AC = 2AB 
en omgekeerd, dat 

A B = Vj A C. 

Men kan de getallen 2 en ^/j nu beschouwen als de uitkomst der 
vergelyking van de Ifln A C met A B en omgekeerd. 

Evenzoo zullen wy, wanneer op dezelfde rechte, nog een stuk CD 
genomen wordt, dat geiyk is aan elk der voorgaand^, zeggen, dat 

AD = 3AB 
en omgekeerd 

ABizrVsAD. 

Verder noemt men AC dan ^/^A.I>, In dit geval zyn de getallen 3 
en Vs de uitkomsten der vergelijking van AD met AB en om- 
gekeerd en */3 

is de uitkomst j ^ ^ ~-n 

der vergelijking 

van A C met A D. Fig. S. 

Het vergelJljken 
van een rechte met een andere wordt ook wel het meten van de 
eerste met de tweede genoemd. Hierdoor kunnen de Iflnen in een 
willekeurig gekozen lengte-eenheid worden uitgedrukt, waarvoor ge- 
woonlijk de centimeter aangenomen wordt. 

7. Behalve de reeds vermelde axioma's nemen wfl aan, dat in de 
meetkunde ook de axioma's der rekenkunde gelden, en dus ook de 
daaruit afgeleide eigenschappen. In het bjtjzonder herinneren wfl aan 
de navolgende: 

1. Als twee grootheden elk gelijk zjtjn aan een derde, zyn zU 
ook onderling gelyk. 

2. Een hoeveelheid verandert niet van waarde, als men de deelen, 
waaruit zjj bestaat, in een andere volgorde plaatst, of tot 
groepen vereenigt. 
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8. Als twee grootheden geiyk z^n, dan zQn haar sommen en ver- 
schillen met twee andere gelQke grootheden en evenzeer haar 
producten en quotiënten met twee geiyke getallen ook gelijk. 

8. Het deel der meetkunde, dat uitsluitend de eigenschappen van 
figuren, die in één plat vlak gelegen zjjn, behandelt, wordt vlakke 
meetkunde of planimetrie genoemd. Dit leerboek houdt zich in 
het vervolg uitsluitend daarmede bezig. 

9. In § 1 hebben wfl gezien, dat een rechte of kromme Itjn door 
de beweging van een punt ontstaan kan of als een aaneenschakeling van 

punten kan beschouwd 
PQH worden. Zy in fig. 4 een 

. • ' ' " . kromme Hjn op deze wj|jze 

voortgebracht. Nemen wfl 
. . . • • nu twee willekeurige pun- 

ten P en X der kromme, 
dan wordt hun verbin- 
dingslijn een s n y 1 U n van 
de kromme genoemd. 
^^' *• Twee achtereenvolgende 

punten dier kromme, zoo- 
als P en Q, bepalen volgens § 5 evenzeer één rechte PQ, die wtj ter 
weerszoden oneindig verlengd denken. Deze rechte wordt een ra aki tl n 



D 



^ÈA 




aan de kromme in het punt P of in Q 
genoemd. Een raakljjn heeft dus twee 
opeenvolgende punten met de kromme 
gemeen. Elk der punten P en Q wordt 
dan een raakpunt van de raakiyn ge- 
noemd en daar deze punten niet van 
elkander te onderscheiden zQn, zegt men 
ook wel, dat er slechts één raakpunt is. 
Denkt men zich alle mogeltjke raakiynen 
aan de kromme getrokken, zooals in ^g, 5, dan bl\jkt onmiddellijk, 
dat men de kromme ook voortgebracht kan denken door de beweging 
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van een rechte en wel zoodanig, dat al die rechten de kromme aan- 
raken en dat twee opeenvolgende standen der rechte door haar snij- 
ding een punt der kromme opleveren. Men zegt in dit geval ook wel, 
dat de kromme door de rechte Iflnen omhuld wordt. 

Wanneer in üg. 4 het bewegende punt voortdurend een zelfde 
eigenschap bl\jft behouden, dan noemt men de kromme Ijtjn de meet- 
kundige plaats, door het punt beschreven of de meetkundige plaats 
van het bewegende punt. De meetkundige plaats van een punt is dus 
de verzameling van alle punten, die een zelfde eigenschap bezitten. 

Zoo kan b. v. een punt by zQn beweging voortdurend op denzelfden 
afstand van een vast aangenomen punt blQven. In dit geval wordt de 
kromme lj|jn, die daardoor ontstaat, een cirkel genoemd. Een cirkel 
is dus de meetkundige plaats, beschreven door een punt, dat voort* 
durend op denzelfden afstand van een gegeven punt bltjft. Dit gegeven 
punt wordt het middelpunt van den cirkel genoemd en de afstand 
daarvan tot elk punt der kromme heet straal van den cirkel. 

Alle stralen van een cirkel z\|n dus gelQk. 

Yan een punt, dat een kleineren afstand van het middelpunt heeft 
dan den straal, zegt men, dat het binnen den cirkel ligt en is de 
afstand van een punt tot het middelpunt grooter dan de straal, dan 
zegt men, dat het punt buiten den cirkel ligt. 

Een koorde van een cirkel is een Ifln, die twee van zyn punten ver- 
bindt. Gaat zU door het middelpunt, dan wordt ztj middelen genoemd. 

Een deel van den cirkelomtrek heet boog. 

In het bjijzonder kan het bewegende punt in fig. 4 ook een rechte 
Ifln beschreven. 

Wanneer in fig. 5 de rechte Ifln bö haar beweging voortdurend 
een zelfde eigenschap bljjft 
behouden, dan noemt men 
de kromme Ifln, die daarby 
voortgebracht wordt, de 
meetkundige plaats, door de 
rechte Hjn beschreven of 
omhuld. Later zullen daar- 
van voorbeelden gegeven 
worden. 

In het bijzonder kan de 
rechte IQn in fig. 5 by haar 
beweging voortdurend door 
eenzelfde punt bigven gaan, 
of zooals men dan zegt, 
een punt beschreven (Fig. 6). Men noemt die rechten dan o^k wel 
stralen en het geheel van al die stralen vormt een straal bundel. 



f 




1%. 6. 
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Het vaste punt P, waardoor alle rechten gaan, heet top van den 
straalbundeL Een straalbundel wordt aangeduid met één letter, bg 
den top geplaatst, of met die ééne letter, gevolgd door een aantal 
andere, tusschen haakjes, die b|j eenige der stralen geplaatst zQn, 
aldus: P(ACD...). 

Snijdt men den straalbundel door een l)Jn AB, dan ligt op lederen 
straal van den bundel een punt der rechte AB. Men zegt dan, dat 
by lederen straal van den bundel een punt van de rechte A B behoort 
en omgekeerd. 

Geeft men een l^n AB en een punt P daarbuiten, dan kan men, 
door elk punt van A B met P te vereenigen, een straalbundel vormen. 
G-ewoonlJtJk zegt men in dat geval, dat, terwyi het punt A de rechte 
ofpuntrfl AB doorloopt, de straal AP den straalbundel P beschrjjft. 

10. Een figuur heet willekeurig, als van de punten en lynen, waaruit 
zfl samengesteld is, geen bijzondere eigenschappen gegeven ztjn. In 
het tegenovergestelde geval wordt z\j een bijzondere figuur genoemd. 
Past men een eigenschap, die voor een willekeurige figuur bewezen 
is, op een bijzondere figuur toe, dan wordt de verkregen eigenschap 
een bJ|jzonder geval van de eerste genoemd en de eerste heet 
een uitbreiding van de bijzondere eigenschap. >, 

Wtl zullen nu achtereenvolgens de voornaamste figuren beschouwen. 
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HOOFDSTUK II. 



HOEKEN. 




14 . De figuur, gevormd door twee oneindig lange rechten, die elkander 
snQden en aan de zQde van haar snypunt niet verlengd zv)n, heet h o e k. 
Het snijpunt der rechten wordt hoekpunt genoemd en de beide 
rechten heeten beenen van den hoek. 

Een hoek wordt aangeduid met drie letters, waarvan de middelste 
bg het hoekpunt geplaatst is, terw\jl elk der 
beide andere letters zich b|j een der beenen 
bevindt. Men spreekt dus in ^g, 7 van hoek 
A P C of hoek OPA, hetgeen men verkort voor- 
stelt door L A P C of L C P A. Als in een 
punt slechts twee lijnen samenkomen, kan men 
den hoek, die daardoor gevormd wordt, ook aan- 
duiden met de enkele letter, by dat punt geplaatst. 
In flg. 7 kan men dus ook van L P spreken. 

1$, Men noemt twee hoeken gelijk, wanneer het mogelijk is, deze 
zoodanig te plaatsen, dat de hoekpunten en 
de beenen elkander volkomen bedekken. 

De som van twee hoeken is de hoek, 
die ontstaat, als men een van beide zoodanig 
plaatst, dat h\] het hoekpunt en één been met B- 
den anderen gemeen heeft, terwijl de beide 

andere beenen dier hoeken ter weerszijden 

van dat gemeenschappelijk been liggen. In ^ ■*' 

fig. 8 is dus ï'ig- 8. 

LAPC = LAPB4-LBPC. 

Daar het verschil van twee hoeken de hoek is, dien men 
bij den eenen moet voegen om den anderen te verkrijgen, zoo is 

LCPB=LCPA— LBPA. 

Men zegt weder, dat L C P A grooter is dan elk der hoeken C P B en 
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B 



B P A en omgekeerd, dat deze laatste kleiner ztJn dan L A P C. 
Laat men het eene been PB (in fig. 8) van een hoek CPB om 
het hoekpunt P draaien, dan wordt de hoek daardoor dus grooter 
of kleiner. 

13. Een hoek, waarvan de beenen in elkanders verlengde liggen, 
wordt gestrekte hoek genoemd. 
Eigenaohap 2. AUe gestrekte hoeken zijn gelijk. 
BewilJB : Plaatst men den eenen hoek zoodanig op den anderen, dat h\j 
het hoekpunt en één been er mede gemeen heeft, dan moeten volgens 
N^ 1 ook de beide andere beenen samenvallen. De beide hoeken be- 
dekken elkander dus volkomen. 

De helft van een gestrekten hoek (zie § 6) wordt rechte hoek 
genoemd. ^ 

Bigensohap 8. AUe rechte hoeken zijn gelijk. 
Bewtjs: Helften van geliijke grootheden z\jn namelQk gel^k. 
Het verlengde van één been van een rechten hoek vormt met het 

andere been opnieuw een rechten hoek. 
Is in fig. 9 L A O B recht en zfln 
A O C en B O D rechte Iflnen, dan ztJn 
dus ook de hoeken B O C, C O D en 
DOA recht. 

Als twee rechten een rechten hoek 

vormen, zegt men, dat zy lood- 

^ recht op elkander staan en 
men duidt dit aldus aan : O B _L O A 
of A C X B D. 

Eigensohap 4. In een punt van 
een rechte^ kan steeds één^ doch niet 
meer dan één, loodlijn op die rechte 
getrokken worden. 
Bewtjs : Is namelijk P (fig. 10) het 
gegeven punt van de rechte A B, dan is A P B een gestrekte hoek. Door 

dezen middendoor te deelen, zal men dus een 
D\ ^ loodltJn op A C verkregen. Onderstelt men 

nu, dat twee loodlflnen P C en P D in het 
punt P op AB konden worden opgericht, 
dan zouden LCPB en Ll>PB beide 
recht moeten zijn, dus 



D 

Fig. 9. 



Fig. 10. 

14. Men kan zich 



^ LCPB=LDPB, 

hetgeen onmogelijk is, daar deze hoeken 
den hoek DPC tot verschil hebben, 
denken, dat een hoek ontstaat door een 
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yan twee rechten, die oorspronkeljyk samenvielen en aan één zjjde 
«en gemeenschappelük eindpunt hadden, om dat eindpunt in een be- 
paalde richting te doen draaien. Denkt 
men zich b. v. in fig. 1»1, dat eerst twee 
rechten langs P A samenvallen en dat 
-dan één van beide door draaiing achter- 
eenvolgens de standen PB, PC, PD 
inneemt. Dan ztjn daardoor de hoeken 
APB, APO, APD ontstaan. De hoek 
A P D, die aldus verkregen wordt, is 
dan volgens § 12 grooter dan een ge- 
strekte hoek, want hij bestaat uit den 
^estrekten hoek A P Q en L Q P D. 

Indien men de eene der beide langs 
PA samenvallende rechten om P in tegengestelde richting had laten 
<lraaien, dan zou evenzeer de figuur DPA ontstaan zijn, maar dan 
20U deze hoek als kleiner dan een gestrekte hoek beschouwd moeten 
worden. 

Elke hoek kan dus op twee wQzen ontstaan gedacht worden; 
om dit aan te geven plaatst men dikwijls een gebogen pfll bfl den 
hoek om de richting aan te geven der draaiing, waardoor de hoek 
ontstaan is. Op deze wtjze is in fig. 12a een hoek voorgesteld, 
•die grooter is dan een gestrekte, in fig. 12b een, die minder dan een 
^strekten hoek bedraagt. 

Een hoek heet inspringexnd of uitspringend, naarmate hü 



Fig. n. 




Fig. 12a. 



Fig. 12*. 



^ooter of kleiner is dan een gestrekte hoek. By eiken uitspringenden hoek 
behoort een inspringende. In verband met het vorige zegt men wel, dat 
•deze aan verschillende kanten van elk der twee beenen gelegen zjjn. 

Is een uitspringende hoek grooter dan een rechte, dan heet hy 
stomp, in het tegenovergestelde geval scherp. Twee hoeken, die öf 
beide scherp, öf beide recht, öf beide stomp z\jn, heeten geiyk- 
«oortig of van dezelfde soort. 

Het negentigste deel van een rechten hoek wordt hoekgraad 
ge;noemd. 
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Een hoekgraad wordt in 60 hoekminutenen een hoekminuut in 
60 hoeksecunden verdeeld. In het vervolg spreken wfl kortheids- 
halve van graden, minuten en secundén. 

Eigenschap 5. Alle graden zijn gelijk en evenzoo aüe minuten en 
alle secwnden, 

BewQs: Zy zjtjn namelyk gelflknamige deelen van gelflke grootheden. 

15. Een hoek, die, b^ een anderen hoek opgeteld, een gestrekten^ 
hoek oplevert, heet het supplement van dien anderen hoek. 

Het supplement van een inspringenden hoek noemt men negatief. 

Twee hoeken heeten elkanders complement, als zy te zamen een 
rechten hoek vormen. Is in fig. 13a PB j_ PA, dan is L BPC het 
complement van L C P A en omgekeerd. 

Het complement van een hoek, die grooter is dan een rechte hoek, 
heet negatief. 




Fig. 13«- 

Als twee hoeken een been gemeen hebben, terwyl de beide andere 
beenen in elkanders verlengde vallen, dan heeten deze hoeken elkanders 
nevenhoeken. Is in fig. 13& APB een rechte Hjn, dan is L BPC 
de nevenhoek van L A P C en omgekeerd. Verplaatst men L B P C 
in het ylak, zoodat zyn grootte onveranderd bltjft, dan is LBPC 
steeds Ket supplement van L A P C. 
(overstaande hoeken zyn hoeken, welker beenen in elkanders 

verlengde liggen. In fig. 14 zi)n dus, indien 
gegeven is, dat APB en CPD rechte 
lynen zfln, LAPC en LBPD over- 
staande hoeken en evenzoo L B P C en 
L A P D. 

Eigenschap 6. Overstaande hoeken zijn 
gelijk. 

Bewijs : Nemen wfl b. v. de hoeken APO 
en B P D. Elk dezer vormt met LBPC een gestrekten hoek. Zfl zyn 
derhalve gelyk. 




Fig. u. 
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/ VraAffstnkÊen. ^ 

CS n'y' ^^ 

1. Bereken het complBment en het supplement der navolgende 
hoeken 24° 31^ 57^ l^i.?". ■ ^^S.^ ^^' i" 

2. BeWigs de eigensdiap: Het verschil tusschen hél supplement en 
het complement van een hoek bedraagt een rechten hoek. 

3. Vorm de omgekeerde stellingen van de eigenschap in vraagstuk 
2 en druk deze in woorden uit. Zyn deze omgekeerden ook waar? 

4. Als een hoek drie achtsten van z^jn supplement bedraagt, hoe 
groot is elk dan? 

5. Een hoek is het zevende deel van z^n complement. Bereken elk 
van beide. 

6. Als het supplement van een hoek viermaal zoo groot is als z\jn 
complement, welke is die hoek dan? 

7. De som van een hoek, zitjn complement en z^jn supplement be- 
draagt 230°. Welke is die hoek? 

8. De som van het complement en het supplement van één hoek 
bedraagt 160°. Welke hoek is bedoeld? 

9. Bewijs de stelling: De rechten, die een hoek en z^jn nevenhoek 
middendoor deelen, staan loodrecht op elkander. 

10. Vorm de omgekeerden van de vorige stelling, druk deze in woorden 
uit en geef de bewtjzen. 

11. De rechten, die een hoek en zfln complement middendoor deelen, 
sluiten een hoek van 45° in. 

12. Is de stelling waar: Als men een hoek middendoor deelt en een 
rechte trekt, die met de deell\jn een hoek van 45° vormt, dan zal deze 
rechte het complement van den gegeven hoek middendoor deelen? 

' 13. Bewtjs de stelling: De rechten, die een hoek en diens over- 
staanden hoek middendoor deelen, liggen in elkanders verlengde. 

14. Bewfls de stelling: Trekt men uit een piint P drie rechten 
PA, PB, PC zóó, dat P B binnen L A P C ligt en deelt men nu 
door een rechte PD den hoek APB middendoor, dan is de hoek 
C P D de helft van de som der hoeken C P B en C P A. 

Deelt men echter niet den hoek APB, maar den hoek CPA, door 
een rechte P E middendoor, dan is L B P E gelflk aan het halve ver- 
schil der hoeken APB en B P C. 



■\ 
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HOOFDSTUK IIL 



SNIJDING VAN TWEE RECHTEN DOOR EEN DERDE. 
EVENWIJDIGE LIJNEN. 

16. Wanneer twee willekeurige rechten AB en CD (fig. 15) door 
een derde E F gesneden worden in de punten G en H, dan heeft men de 
volgende benamingen ingevoerd: 
E F heet snyijjn, AB en CD heeten de gesneden lijnen. 
Een binnenhoekin een snjjpunt, b. v. in G, wordt gevormd door de 

daar uitkomende gesneden l^n 
/A I C en door het deel der sntJUjn, loo- 

pende van dat ééne snijpunt naar 
het andere H. 

Men heeft dus in G de bin- 
nenhoeken A G H en B G H en 
in H de binnenhoeken CHG 
en DHG. 

Een buitenhoek in een 
snJtJpunt wordt gevormd door 
de daar uitkomende gesneden 
Hjn en het verlengde der ver- 
bindingsl^n van de snijpunten 
G en H. 
In G ontstaan derhalve de buitenhoeken AGE en BGE, in H 
evenzoo CHP en DHF. 

Een paar overeenkomstige hoeken bestaat uit een binnen- 
hoek en een buitenhoek, die aan dezelfde z^de van de sniyi^jn liggen 
en verschillende hoekpunten hebben. 

In de figuur zflu dus LAGE en L CHG, L EGB en L GHD, 
LAGH en LQHP, LBGH en LDHF vier paren overeen- 
komstige hoeken. 

Een paar verwisselende binnenhoeken bestaat uit twee 
binnenhoeken, die aan verschillende zijden der sn^iyn liggen en geen 
gemeenschappelijk hoekpunt hebben. 




Fig. 15. 
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In de figuur L AGH en L ÖHD en evenzoo L CHGenL BaH. 

Een paar verwisselende buitenhoeken bestaat uit twee 
buitenhoeken, die aan verschillende zjjden der sn^iyn liggen en geen 
gemeenschappel^k hoekpunt hebben. 

In de figuur LEaBenLCHFen evenzoo LEGAenLDHF. 

Eindelijk spreekt men nog van binnenhoeken aan dezelfde 
zjjde der sntjltjn (L AQH en L CHQ of L BQH en L DHG) 
en van buitenhoeken aan dezelfde zflde der sntJltln(L EÖB 
en LDHF of L EGA en L CHF). 

17. Eigenschap 7. Als twee rechten zoodanig door een derde ge- 
sneden worden^ dat twee overeenkomstige hoeken gelijk zijn^ dan zullen 
die rechten, hoever ook verlengd, elkander niet ontmoeten, winni nwi >iwj|i 



Gegeven in fig. 
Te bewijzen: 



16; 



LEPBnzLPQD. 
A Bil CD 



anaer mei ontmoeten, mndi nwi hwjé 



( BewQS : Om het gestelde te bewezen, zullen w^ eerst aantoonen, dat de 
twee deelen der figuur, die ter weerszijden 
van de snyiyn E F liggen, elkander volko- 
men kunnen bedekken. 

De gegeven hoeken E P B en P Q D zjjn 
gelflk aan de hoeken A P Q en C Q F als over- 
staande hoeken. Wordt nu de figuur langs 
E F doorgesneden en het rechter deel zonder 
omkantelen om het punt F gedraaid, dan 
komen de twee deelen in den stand van 
fig. 17a en &. Schuift men nu fig. 17& op 




Fig. 16 




Digitized by 



Google 



16 

van fig. 17a vallen, omdat L A P Q in flg. 17a= L I> Q P in fig. 17b en 
evenzoo moet PB van fig. 11b langs QC van fig. 17a vallen, 
omdat LCQF van fig. 17a=LBPE van fig. 17ö. Dus kan het 
rechterdeel van fig. 16 het andere deel volkomen bedekken. 

Wanneer nu de Itjnen PA en QC in die figuur elkander sneden, 
dan zou hetzelfde met P B en Q D het geval moeten z\jn en de twee 
rechten A B en C D zouden dus twee snflpunten hebben zonder samen 
te vallen, hetgeen tegen het tweede axioma strfldt. 

AB en CD moeten dus evenwijdig zyn. 

Een bijzonder geval hiervan is: • 

Eigenschap 8. Twee rechten^ die loodrecht op een derde staan^zijn 
^venwijdiff. 

'Verder bestaan nog de eigenschappen: -^►v ^ „^-.-♦.-.„„.^^^-..u-jj. 

* Eigenschap 9. Als twee rechten zoodanig door een derde gesneden 
worden^ dat twee verwisselende binnenhoeken of twee verwisselende 
buitenhoeken gelijk zijn, dan zuUen die rechten evenwijdig zijn, 

1». Gegeven in fig. 16 : L A P Q = L P Q D. 
Te bewözen : A B 1 1 C D. 

Bew^s: Uit het gegevene en 

LAPQ=:LEPB (als overstaande hoeken) 
volgt 

LEPB=:LPQD, 

d. i. twee overeenkomstige hoeken zfln gelflk. Dus is AB||CD vol- 
gens N®. 7. 

2^ Gegeven in ^g, 16: 

p LEPB=zLCQF. 

Te bewezen: ABI|CD. 

' " Bew^s: Uit het gegevene en 

LCQF=iLPQD (als overstaande hoeken) 

ma ifi ^^^^^ 

^'^' ^^- LEPB=LPQD, 

d. i. twee . overeenkomstige hoeken zfln geltjk. Dus is AB||CD vol- 
gens N®. 7. 

'^^ Eigenschap 10. Ah twee rechten zoodanig door een derde gesneden 
worden, dat twee binnenhoeken of twee buitenhoeken aan dezelfde 
zijde der snijlijn elkanders supplement zijn, dan zijn die rechten 
evenwijdig. 

V. Gegeven (in fig. 16) L B P Q -f- L P Q D = 180°. 
Te bewözen: AB||CD. 



Digitized by 



Google 



^-^€ 



a 



Dus is ABN CD vol- 



Dus is AB||CD vol- 

Ijding door een derde 
zijn, zullen elkander 



oter is dan L A G H, 

el boven de lyn E F. 

len: 

redde kan steeds één 

rechte, maar ook niet 

punt. Trekt men door P 
T/ 



m L T P R, dus ook 
a m P S de Ifln A B 
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Fig. 19. 



Eigenschap 12. Als een rechte een van twee evenwijdige lijnen 
anijdty snijdt zij ook de andere. 

Gegeven: 

AB||CD, 
E F sntjdt A B in P. 
Te bewQzen: 

E F snfldt CD. 

Bew^ 8 : Sneed E F de lyn CD 
niet, dan zou E F met C D 
evenwijdig zJtJn en dus zou- 
den door P twee rechten 
A B en E F gaan, die beide 
evenwijdig aan C D waren, hetgeen tegen de vorige eigenschap strfldt. 
Eigenschap 18. Twee rechten, die elk eventoijdig zijn aan een 
derde, zijn evemoijdig» 

Gegeven: 

F ^ a PQi 

Te bewezen: 

PQ||RS. 

Bewijs : Was namelijk P Q niet 

1 1 R S, doch sneed P Q de rechte 

R S in T, dan zouden door T twee 

rechten, namelijk P Q en E^S 

gaan, die beide evenwijdig aan AB waren. 

19. Wü zullen nu achtereenvolgens de stellingen behandelen, die men 
door omkeering van de eigenschappen 7 — 10 verkrijgen kan. De eerste 
dezer omgekeerden luidt aldus: 

Eigenschap 14. Als twee evenvnjdige rechten door een derde ge- 
sneden worden, dan zijn twee overeenkomstige hoeken gelijk. 
Gegeven in fig. 16 : A B || C D. 

Te bewözen: LEPB = LPQD. 




Fig. 20. 
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Eigenschap 16. Uit een punt buiten een rechte kan men steeds één 
loodlijn op die lijn neerlaten, doch niet meer dan één. 

Bewijs 4 Zfl. A B de gegeven rechte en P een punt daarbuiten. Volgens 
N® 4 kan men nu in een wil- 
lekeurig punt C van AB 
steeds een loodlfln CD op 
AB oprichten. Daarna kan 
men volgens N'* 11 steeds 
door P een rechte P Q || C D 
trekken en deze zal vol- 
gens N'* 15 loodrecht op AB 
staan. »- 

Was er nu door P nog 
een tweede loodlyn PR op 
A B mogelö'k, dan zouden de 
hoeken PQB en PRB beide 
maar dan zouden volgens N® 



R 

Fig. 21. 



■^ 



recht ztjn, dus L P Q B = L P R B, 
7 'de rechten QP en RP evenwfldig 

moeten zfln, hetgeen onwaar is. Dus is uit P slechts één loodljjn op 

AB mogelijk. 

Eigenschap 17. Als twee evenwijdige rechten door een derde 

gesneden worden^ dan zijn twee verwisselende binnenhoeken of twee 

verwisselende buitenhoeken gelijk (Omgekeerde van N® 9). 

G-egeven : 

AB||CD. 
Te bewezen: 

LAFG=LFOD, 

LEFA^LHGD. 

Bew\js: Volgens N® 14 besluit 
men uit het gegevene, dat 

L AFG=L CGH 
is. Maar 




Fig. 22. 

LCGH=LPGD (als overstaande hoeken), 

L AFG=LFGD, w. t. b. w. 
Evenzoo volgt uit het gegevene in verband met N® 14 
LEFA=LFGC, 

LFGC=:LHGD (als overstaande hoeken), 
LEFAzirL HGD. 



dus 



maar 
derhalve 
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'Eigenschap 18. Als twee evenwijdige rechten door een derde ge- 
sneden worden, dan zijn twee buitenhoeken of twee Mnnenhoeken aan 
dezelfde zijde der snijlijn elkanders supplement (Omgekeerde van N® 10). 

G-egeven in fig. 22: 
AB||CD. 

Te bewezen: 

LAFG + LFGC = 180°, 
LEFB-j-LHGD = 180. 

Bewijs : Daar E H een rechte is, 

heeft men 

• L FGC-f-L CaH = 1800. 

Maar 

L CGH = L AFG volgens N» 14; 

derhalve 

= 180^ w. t. b. w. 




Fig. 22. 



L F G C -f- L A F G = 
Yerder is, oihdat EH een rechte is 

LEFB-f-LGlFB = 180°. 

LGFB=:LHGD volgens N» 14; 

LEFB-hLHGD = 180% w. t. b. w. 



Maar 
derhalve 



20. Eigenschap 19. Als de Reenen van twee hoeken evenwijdig 
loopen, dan zijn die hoeken bf gelijk bf elkanders supplementen. 

G-egeven : 

AB||DE, 
ACJlDF. 
Te bewezen: 

LBAC=LEDF. 
Bew\js : Verlengt men F D, tot zy 
A B in G snjjdfc, dan is 

LEDF = LBGD (N» 14), 
LBGDnzLBAC (N^ 14), 
derhalve 
L E D F = L B A C, w. t. b. w. 
Tevens ziet men in dezelfde figuur, dat de hoeken E D G en B A C 
wfilkfir hAATiAn ook evfinwiidiff loonfin. Alkandors snnnlAmAntAn 7.iin- 




Fig. 23. 
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LBaD=LBAC (NO 14), 
derhalve 

L EDG-h LBAC = 180^. 

Men begrijpt gemakkelijk, dat op de volgende wQze besloten kan 
voorden of hoeken, v^elker beenen evenwfldig z^jn, geltjk of elkanders 
supplementen z^n. Hebben de beide beenen van den eenen hoek, van 
het hoekpunt uit gerekend, dezelfde richting als die van den anderen 
hoek, zooals in ög. 24a, dan zQn de hoeken gelijk. 

Loepen de beide beenen van den eenen hoek in tegengestelde richting 



a 




Fig. 24. 



met die van den anderen hoek, dan zQn de hoeken ook geljjk (zie fig. 245). 

Heeft echter een been van den eenen hoek met een been van den 
anderen hoek dezelfde richting, terwijl het andere paar beenen tegen- 
overgestelde richting heeft, dan zullen de hoeken elkanders supple- 
menten ztjn (fig. 24c en d). 

Daarbij nemen wij voortdurend aan^ dat de beenen van een hoek 
doorloopen worden van het hoekpunt uitgaande. 
/21. Een l\jn PQ, die een andere rechte RS in T snfldt, kan steeds 
langs den kortst mogejtjken weg in den stand van die rechte RS 
gebracht voorden door een draaiing 
om het snjüpunt T ten bedrage 
van den hoek tusschen PQ en RS. 
In fig. 25 is deze hoek scherp en 
de richting der draaiing valt samen 
met de richting, waarin de vTflzers 
van een uurwerk zich bewegen. Wil 
men evenzoo P Q in den stand S R 
brengen, dan moet men PQ den 
stompen hoek PTS doen draaien, 
tegengesteld aan de richting, waarin de 
wijzers van een uurwerk zich bewegen!) 

Tot hiertoe hebben w^ aangenomen, dat een rechte kon worden 




Fig. 25. 
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Fig. 26. 



/aangeduid door twee letters bj[) twee willekeurige harer punten ge- 
^)laat8t. Zoo kan men in fig. 26 van de rechte AB of BA spreken 
en evenzoo van CD of D C. 

Wanneer dan twee rechten elk naar beide zflden oneindig verlengd 

gedacht worden, vormen zU vier hoeken, die twee aan twee gelijk zfln. 

Spreekt men in dezelfde figuur over den hoek tusBchen A B en C D, 

dan weet men niet, welke van deze vier hoeken bedoeld wordt. 

Om dit bezwaar op te heffen is men overeengekomen, zoodra men 

^ over den hoek tusschen twee rechten spreekt, by het noemen dier 

rechten te letten op de richting, 
waarin de boenen van den hoek 
loopen, van het hoekpunt uit gere- 
kend. In dat geval bedoelt men dus 
met de rechte l^jn AB, dat deze in 
de richting van A naar B, met D C 
evenzoo, dat deze rechte van D naar 
C doorloopen wordt. Verder beschouwt 
men gewoonljjk slechts uitspringende 
hoeken. 

In fig. 26 zal men dus L B O D 
kunnen noemen den hoek tusschen AB en CD, LBÓC daaren- 
tegen den hoek tusschen A B en D C, evenzoo L A O C den hoek 
tusschen BA enDCen LAOD kan men eindelijk beschouwen als 
gevormd tusschen BA en CD. 

Hierop lettende kunnen nu de beide volgende eigenschappen bewezen 
worden. 

Eigenschap 20. Laat men het eene heen van een hoek om een 
zijner punten een zekeren hoek draaien en daarna het andere heen om 
een zijner punten een even grooten hoek in denzelfden zin heschrijven, 
dan vormen de heenen in hun nieuwen stand een hoek, die gelijk fs 
aan den oorspronkelijken hoek. 

G-egeven : A B is om G den hoek B G E en AC om H den hoek 
CHP gedraaid. Hierby is 

LBGE=LCHr. 

De draaiing van AB naar DE om het punt G stemt in richting 
overeen met de draaiing van A C naar D F om H. 



Te bewjjzen: 



L BAC = LEDF. 



Bew\js: Trekt men door het hoekpunt D de rechten DK||AC en 
DL||AB, zóó dat de richtingen van DK en AC en evenzoo die\ 
van D L en A B overeenstemmen, dan is volgens N® 19 / 
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LLDK = LBNC, 

/ en om de juistheid der stelling aan te toonen, heeft men dus nog 
slechts te bewezen, dat 

L LDK=L EDF. 

Nu is echter volgens 
N» 14 

LEGB=L E DL, 




^^ 



en 

L FHC = LHDK. 
Maar gegeven is 

LEGB = LPHC, 
derhalve 

LEDLi=LHDK. Fig. 27. 

Telt men nu ter weerszijden hierbU L E D L op, dan verkritjgt men 
L E D F = L L D K, w. t. b. w. 

Eigenschap 21. Laat men het eene been van een hoek om een 
zijner punten een zekeren hoek draaien en daarna het andere been 
om een zijner punten in tegengestelden zin een hoek beschrijven, die 
het supplement is van den vorigen dramingshoek, dan vormen de 
beenen in hun nieuwen stand een hoek, die het supplement is van den 
oorspronkelijken hoek. 

Gegeven in fig. 28 : A B is om G den hoek B G E en A C om H 
den hoek CHF gedraaid, zoodat 

L CHF-+-L BGE = 180% 

De draaiing van A. C naar D F is tegengesteld gericht aan die van 
AB naar DE. 



Te bewijzen: 



LEDF-f-LBAC = 180^. 



Bewjjs : Verlengt men E G, zoodat het verlengde met A B een hoek 
B G E' vormt, dan is 

L BGE + L BGE'=180°. \ 
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f Maar gegeven is 



LBGE+L CHP = 180° 



/ 



dus is 
L BGE'=LCHF. 

Daar bovendien d& 
draaiing van A6 naar 
D E' met die van A O 
naar DF in richting 
overeenstemt, zoo is» 
op de hoeken E'DP 
en B AC NO 20 toe- 
passseiyk, of 

L BAC=LE'DF. 

Daar echter de hoe- 
ken EDF en E'DF 
elkanders supplement 
zyn, zoo is dus ook 
L E D F het supple- 
ment van L B A C. 

Een byzonder geval 
van de eigenschappen 
20 en 21 is de volgende :^ 
Eigenschap 22. Staan de beenen van een hoek loodrecht op die van 
een anderen hoek, dan zijn die hoeken bf gelijk bf elkanders supplementen. 

G-egeven : 

K^ DEJ_AB, DF_lAC. 

/ Te bewezen: 

L BAC + L EDF=180°. 

(sewljs: Men kan nu de beenen DE 
en DF ontstaan denken door draaiing 
van A B om P en van x\ C om Q: Die 
draaiingen bedragen dau elk 90°, maar 
zijn van tegengestelde rit:hting. L E D F 
is dus het supplement van L B A C 
volgens N® 21. 

Wegens de belangrijkheid dezer eigen- 




Fig. 28. 
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Fig. 29. 
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Vraagstukken. 

15. Bewys de stelling: Als men feen paar overeenkomstige hoeken, 
die by de snjjding van twee evenwydigen door een derde ontstaan, 
middendoor deelt, dan loopen de deelltJnen evenv^jjdig. 

16. Vorm, noem en bewfls de omgekeerden der vorige stelling. 

17. Als in fig. 15 L CHP = 85° 6'27" en L A aH = 50° 23' 51" 
is» hoe groot zfln dan de hoeken, die ontstaan by de snyding van 
GA en HO? 

.18. Bewfls de stelling: De rechten, die bfl twee evenwtjdigen, ge- 
sneden door een derde rechte, twee buitenhoeken aan denzelfden kant 
der sntjltjn middendoor doelen, staan loodrecht öp elkander. 

19. Als in fig. 15 L O H F = 87^ 15" en L B G ïï = 120° 17' 33", 
hoe groot zfln dan de hoeken, die gevormd worden door de rechten, 
die deze hoeken middendoor doelen? 

20. Laat men het eene been van een hoek om een z^ner punten 
een zekeren hoek draaien en het tweede been eveneens om een z^ner 
punten in denzelfden zin draaien, totdat het met het eerste been in 
zQn nieuwen stand een hoek vorrpit, die geiyk is aan den gegeven 
hoek, dan is de draaiingshoek vanr het tweede been gelyk aan dien 
van het eerste. Bewfls deze eigenschap. 

21. Als één paar boenen van twee gelflke hoeken evenwijdig loopt 
en de draaiingsrichtingen van dat paar boenen naar het andere paar 
voor de beide hoeken overeenstemmen, dan moet ook het tweede paar 
boenen evenwfldig loopen. Bewijs deze eigenschap. 
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HOOFDSTUK IV. 



DE EENVOUDIGSTE EIGENSCHAPPEN VAN DEN DRIEHOEK. 



22. De figuur, die ontstaat, als men drie punten, die niet op één 
rechte liggen, twee aan twee door rechten vereenigt, zoodat die rechten 
door de oorspronkelijke punten begrensd worden, heet driehoek. 

De drie Iflaen heeten de zijden van den driehoek, terwjjl de drie 
punten de hoekpunten van den driehoek genoemd worden. 

Elk paar zflden begrenst een uitspringenden hoek, die hoek van 
den d r i e h o e k' genoemd wordt. 

Zyden en hoeken van den driehoek heeten tezamen de elementen. 
Z\jn A, B en C de hoekpunten van een driehoek, dan zegt men, 

dat -de ztjden BC, CA, A B achtereenvol- 
gens over de hoeken A, B, C liggen. De 
zijden A B en A C liggen aan den hoek A. 
Een nevenhoek. van een der hoeken 

j^--^:- ^ yg^jj ^QYi driöhoek wordt ook wel bui te n- 

Fig. 30. hoek van dep driehoek genoemd. 

Men noötnt'een driehoek door de drie 
letters, bij zijn hoekpunten geplaatst en gebruikt A als teeken voor 
het woord driehoek. 

23. Eigenschap 23. Een buitenhoek van ee^ driehoek is géj^ijk aan 
de som der heide niet-aanligaende hoeken, 

'Öegevèn;, f '• ^ 

ABD is een rechte. 

Te bewjjzen : v 

^'^ LCBDAi^ A-hLdC?. 

Bewiüs: Ohi deze eigenschap te 

bewijzen, zullen wij aantoonen, dat 

L CBD verdeeld kan worden in twee 

gelijk is aan L A en het andere 




•deelen, waarvan het eene 
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geltjk aan L 0. Trek daartoe BE||AC, dan is volgens N» 14 

L E B D = L A, 



en volgens N*» 17 
dus door optelling 



LEBC=:LC; 



LCBD=LA-f-LC. 



Eigensohap 24. De som der drie hoeken van een driehoek bedraagt 
een gestrekten hoek. 

Bewfls: Volgens N<^ 23 is 

de buitenhoek van LA=LB+LC. 

Voegt men by beide leden dezer vergeiyking L A, dan ontstaat 

180°=L A-f- LB-l-LC. 

Eigensohap 25. In een driehoek kan niet meer dan één hoek recht 
of stomp zijn. 

Bew\j8: Twee rechte hoeken nameljjk leveren tot som 180° en 
twee stompe hoeken leveren meer dan 180° op. > ^ 

Een driehoek, waarvan één hoek stomp is, heet stomphoekig. 

Een driehoek, waarvan één hoek recht is, heet rechthoekig. 

De zjjde van een rechthoekigen driehoek, die over den rechten hoek ligt, 
heet schuine zflde of hypothenusa. De beide aM^ den rechten 
hoek gelden z\jden heeteö de rechthoeksz^den of kat het en. 

Een driehoek, waarvan alle hoeken scherp z^Jn, heet scherp- 
hoekig. 

Gemakkelijk bewijst men met behulp van N® 24 de beide volgende 
stellingen: 

Eigensohap 26. In een rechthoekigen driehoek zijn de heide scherpe 
hoeken elkanders compkpient. 

Eigensohap 27. Als twee driehoeken in twee paren hoeken overeen 
stemmen^ stemmen zij ook in den c^den hoek overeen. 

/opmerking : Op deze eigenschaplberust een eenvoudig bewijs voor 
I^* 20 voor het gevaj, dat het hoexpunt D van den hoek E D F ijiet 
op *een der boenen van | B AC gelegen is. Duidt men namelijk het 
snijjiunt van AC en DG in fig. 27 met I aan, dan hebben de drie- 
hoeken AGI, en IHD in verband met het gegevene bt| N®20, twee 
(pareh hoeken gelifkïy \ 

24. Een driehoek, waarvan twee zijden gelflk zijn, heet gelijkr 
beenig. De gelijke zijden heeten de boenen, de derde zijde heet de 
basis. Het hoekpunt, over de basis plegen, heet top en de daarin 
uitkomende hoek heet top hoek. 

Vv 
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Ook in een willekeuiigen driehoek spreekt men wel van een basis; 
men kan hiertoe elke zjjde van den driehoek kiezen. De beide andere 
zijden heeten dan opstaande zvjden, terwQl de woorden top en tophoek 
in dezelfde beteekenis als by den gel|jkbeenigen driehoek genomen 

wordenj '^(^M- ^Uj^- 

Eigensonap 28. jjln een gelijkbeenigen driehoek zijn de hoeken 
tian de basis gelijk. 

Gegeven : C A = C B. 

Te bewJlJBen : L A = L B. 

Bewtja: Wy hebben slechts te bewezen, dat 
L A den hoek B volkomen kan bedekken. 

Neemt men A A B C op en keert men 
hem om, dan is het mogelijk L C opnieuw 
zoo te plaatsen, dat hU den oorspronkelijken 
hoek C volkomen bedekt, zoodat C B langs C A en C A langs C B valt. 
Omdat C B = C A is, zal dan het punt B in A vallen en A in B, zoodat 
nu ook de basis BA de oorspronkelijke basis AB bedekt. Dus kan 
L B den hoek A volkomen bedekken. 

Eigenschap 29. Als in een driehoek twee hoeken gelijk zijn, dan 
zijn de zijden, die over die hoeken liggen, ook gelijk, (Omgekeerde 
van N<> 28). 

Gegeven in fig. 

Te bew\jzen: 

Bew^s: Ook nu zullen wtJ bewijzen, 
bedekken. Neem daartoe A A B C op en 




32: 



LA=LB. 

CA = CB. 

dat CA de rechte CB kan 
keer hem om, dan kan de 
basis B A zoo geplaatst worden, dat ziJ de oorspronkelijke basis A B 
volkomen bedekt. Omdat L A := L B, zal dan A O langs BC en BC 
langs A C moeten vallen, zoodat ook het punt C ziJn oorspronkelflken 
stand herneemt. Daar nu BC de liJn A C . volkomen bedekt, moet 
A C = B C zijn. • 

Uit N» 28 in verband met N^ 25 volgt: 

Eigensohap 30. In een gelijkbeenigen driehoek zijn de hoeken aan 
de basis steeds scherp. 

Wanneer de drie zijden van een driehoek gelijk zijn, heet de drie- 
hoek gelijkzijdig. 

Eigenschap 31. In een gelijkzijdigen driehoek zijn alle hoeken gelijk. 

Gegeven: BC = CA = AB. 

Te bewtjaen : LA=LB=LC. 

Bewtjs: Omdat BC = CA, is LA=LB, en omdat CA = AB, 
is L B = L C. Dus zijn de drie hoeken gelijk. 
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Opmerking. Elk der hoeken van een geljjkzydigen driehoek be- 
draagt 60°. 

Wjj vermelden nu zonder bewjjs; 

Eigensohap 32. Als de drie hoeken van een driehoek gelijk zijn, 
is de driehoek gelijkzijdig. (Omgekeerde van N° 31.) ** 

25. Eigensohap 33. Als twee zijden van een driehoek ongelijk 
jzijn, dan ligt over de grootste zijde ook de grootste hoek. 

G-egeven : A C> A B 
Te bew\jzen; L B > L C. 

Bew^s : Omdat A C > A B is, kan men op 
AC van A uit een stuk AD afmeten, dat 
gelyk is aan AB. Vereenigt men nu D 
met B, dan is A A B D gelflkbeenig, dus 

L ABD=LBDA. 

Nu is echter L A B D een deel van LABO; dus 

L ABD < LB 



/ 




Fig. 33. 



-en L B D A is als buitenhoek van A B D C volgens N* 23 gelijk 
aan L D B C -f- L B C B; dus is 

LBDA> LC. 

Beïhalve moet L B > L C zt|n. 

Eigenschap 34. Als twee hoeken van een driehoek ongelijk zijn, 
ligt over den grootsten hoek de grootste zijde. (Omgekeerde van N® 33.) 



G-egeven : 



L A > L C. 




Te bewezen : B C> A B. 

BewQs : Er ztjn drie gevallen mogelijk : 
:BC = AB, BC<AB en BC>AB. 
1^as B C = A B, dan zou volgens N® 28 
L A = L C zön, en was B C < A B, 
•dan zou volgens N» 33 L A < L C zfln. 
Beide besluiten z^jn in stryd met het gegevene. 
B C> A B zfln. 

Bözondere gevallen van deze eigenschap zyn: 

Eigensohap 35. In een reckthoekigen driehoek is de hypothenusa 
de grootste zijde. 

Eigensohap 36. In een stomphoekigen driehoek is de zijde over 
den stompen hoek de grootste zijde. 



Fig. 34. 



Dus kan alleen 
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26. Eigenschap 37. De som van twee zijden van een driehoek is 
grooter dan de derde zijde. 

BewJijs : Wij nemen aan, dat A C de grootste ziJde van den driehoek 

is en zullen bewfjzen, dat ook nog 




.-^^^ 



Fig. 35. 




in dat geval 

AB + BOAC. 

Verleng daartoe AB met een 
stuk BD = BC, zoodat 

ADz=AB-f-BC, 

dan moet nog slechts aangetoond 
worden, dat 

A D > A C. 

Indien nu in A A C D kan bewezen worden, dat 
LACD> LADO, 

dan zal volgens N® 34 de stelling bewezen zgn. A B D C is gel\Jk- 
beenig; dus is 

LBDC=LBCD. 
Maar 

L ACD> LBCD, 
dus is ook 

LACD> LBDC. 

Eigenschap 38. Het verschil van twee zijden van een driehoek is 
kleiner dan de derde zijde. 

Want uit AB-4-BC>A0 volgt, door ter weerszijden B C af te 
trekken, AB>AC-BC. 

V Eigenschap 39. De som van twee zijden van een driehoek is 
grooter dan de som van twee rechten^ die een willekeurig punt binnen 
den driehoek met de uiteinden der derde zijde vereenigen. 

Gegeven : 

P ligt binnen A A B C. 
Te bewijzen : 

AB + BOAP + PC. 

Bew\js: Verlengt men AP, tot ziJ 
B C in D snijdt, dan is volgens N® 37 
inAABD:AB4-BD>AP4-PD,^ 
in APDC:PD + DC> PC; 
dus door optelling 
AB-f-BC4-PD>AP + PC-f-PD, 
of, indien men ter weerszijden PD aftrekt. 




Pig. 36. 



Digitized by 



Google 






X 



31 



AB-j-BC> A ' 

\Eigensohap 40. De hoek, gevormc : 
binnen een driehoek met de uiteinden 
dan de hoek tusschen de beide andere i 

G-egeven : 

P ligt binnen A A B C. 
Te bew\jzen: 

LAPC> LABC. 

Bewijs : Trekt men B P en verleng 
men deze aan de zyde van P, dan ij 
L A P Q een buitenhoek van A A B P 
dus is volgens N^ 2f3 

L APQ=L ABQ ■ 
Derhalve is 

LAPQ> L i 
Evenzoo is 

LCPQ> L ! 
en door optelling 

L APO L ! 



Yraagprtidi:! 

22. BewQs de stelling: De som der li 
bedraagt twee gestrekte hoeken. 

23. Van een driehoek is een hoek 50 ■ 
van den tweeden hoek 107° 54' 9' bedra? , 
ji 24. Hoe groot ztjn de hoeken van een 

. driehoek? 

A 25. Van een gelflkbeenigen driehoek 

groot zfln de hoeken aan de basis? 
/26. Als een hoek aan de basis van o 

bedraagt, hoe groot is dan de nevenhoe!; 
^ 27. Als men in een driehoek, waarvai 

65° 47' 23" bedragen, den derden hoek ii 

hoeken snydt deze doellijn dan de basis 
28. Als men in den driehoek van J 

gegevene hoeken middendoor deelt, wt 

deellflnen met elkander? 
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-29. Als een hoek van een driehoek geiyk is aan het verschil der 
beide andere hoeken, dan is die driehoek rechthoekig. Bewtjs deze stelling. 

30. Bewtjs de eigenschap: Deelt men in een driehoek een der 
hoeken middendoor en trekt men uit het punt, waar de deellfln de 
overstaande zflde snydt, een rechte evenwijdig aan een der beide 
andere z^den, dan vormt deze evenwijdige met de derde zflde en de 
doellijn een geljjkbeenigen driehoek. 

31. Bewijs de eigenschap: Deelt men de beide hoeken aan de basis 
van een willebeurigen driehoek middendoor en trekt men door het 
snijpunt der doellijnen een rechte evenwijdig aan de basis, dan is de 
lengte dezer evenwijdige gelijk aan de som der aan de basis gren- 
zende stukken van de opstaande zijden. 

32. Bewijs de eigenschap: In een gelykbeenigen driehoek is elke 
''^hoek aan de basis het complement van den halven tophoek. 

33. Van een rechthoekigen driehoek is een der scherpe hoeken 54°. 
Hoe groot zfln de doelen, waarin de rechte hoek verdeeld wordt door 
een loodlijn, uit het hoekpunt van den rechten hoek op de hypothenusa 
neergelaten? 

34. Uit twee hoekpunten van ean driehoek, waarin hoeken van 
37° 54' en 108° 37' 56" uitkomen, worden loodlijnen op de overstaande 
zflden neergelaten. Hoe groot zijn de hoeken, door die loodlflnen gevormd ? 
^ 35. Kunnen de zijden van een driehoek zich verhouden als 1:2:3? 
of als 7:12:22? 

^ 36. Bewijs de eigenschap : Trekt men door den top van een gelijk- 
beenigen driehoek een rechte evenwijdig met de basis, dan deelt deze 
rechte den nevenhoek van den tophoek middendoor. 

37. Vorm, noem en bewijs de omgekeerden van deze stelling. 

38. Bewijs, dat een driehoek ABC gelijkzijdig is, als de driehoek, 
die gevormd wordt door de zijde AB en de rechten, die de buiten- 
hoeken van L A -en L B middendoor doelen, gelijkzijdig is. 

39. Gevraagd te bewijzen: Zijn de schuine zijden van twee recht- 
hoekige driehoeken gelijk en is een der scherpe hoeken van den oenen 
driehoek grooter dan een der scherpe hoeken van den anderen, dan 
ligt in den eersten driehoek over den gekozen scherpen hoek een 
grootere rechthoekszijde dan in den tweeden over den daarin aange- 
nomen scherpen hoek. 

40. Als een punt P op gelijke afstanden ligt van de hoekpunten A, B, C 
van een driehoek, dan is LAPB = 2LACB, LBPC = 2LBAa 
en LAPC = 2LABC. Men vraagt het bewijs. 

41. Bewijs de stelling: Vereenigt men den top van een driehoek 
met een willekeurig punt van de basis, dan is deze rechte grooter 
dan de helft van het verschil, dat men verkrijgt, door de som der 
opstaande zijden met de basis te verminderen. 
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HOOFDSTUK V. 



GELIJK- EN GELIJKVOEMiaHEn) VAN DRIEHOEKEN. 

27. Men noemt twee driehoeken gel^k- en geigkyormig, al» 
z\j alle elementen gelJtjk hebben. 

Men duidt dit by twee driehoeken ABC en DEF aan door d& 
schrijfwijze : 

AABC^ADEF. 

Somt\jds noemt men de geljyke z\jden ook wel gemkstandige zyden 
en de geiyke hoeken gel\jkstandige hoeken. 

Eigenschap 41.^ Twee driehoeken, die elkander volkomen bedekken 
kannen, zijn gelijk en gelijkvormig. 

Men noemt twee zoodanige driehoeken ook wel congruent. 

Eigenschap 42. Als twee zijden en de ingesloten hoek van een 
driehoek gelijk zijn aan twee zijden en den ingesloten hoek van een 
anderen, dan zijn die driehoeken congruent. 

Gtegeven : 

AB = DE, 
AC = DF, 
LA=LD. 
Te bewijzen: 

AABO^ADEF. 

Bewijs: Plaatst men A DEF zoodanig op A ABC, dat het punt 
D op A valt en D F langs A C, dan moet D E op A B vallen, omdat 
LD=LA. 

Aangezien D F = A C, zal F in C moeten komen en daar 1) E =:= A B,. 
komt E in B. Dus zal E F de l^jn BC volkomen bedekken, zoodat 
ook de eene driehoek den anderen geheel bedekt. 

Eigenschap 48. Als een zijde met twee aanliggende hoeken van 
een driehoek aelijk zijn aan een zijde met de heide aanliggende hoeken 
van een anderen^ dan zijn die driehoeken congruent. 
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G-egeven in fig. 39: 



Te bewezen: 



AC = DF, 
LA=LD, 

LC=LF. 
AABC^ADEF. 



Bew^s : Plaatst men A D E F zoodanig op A A B O, dat de l^jn 
AC met DF geheel samenvalt, wat tengevolge van het gegevene 
mogelflk is, dan moet D E langs A B vallen, omdat L A = L D ©n 
evenzoo F E langs C B, omdat L O = L F. Dus moet ook E in B 
komen en de beide driehoeken bedekken elkander volkomen. 

Eigensohap 44. Als een zijde met een aanliggenden en een over- 
staanden hoek van een driehoek gelijk zijn aan een zijde met een aan- 
liggenden en een overstaanden hoek van een anderen driehoek^ dan 
zijn die driehoeken congruent. 



Gegeven in fig. 39 : 
Te bewfJBen: 



AC = DF, LA=LD, LB=LE. 
A ABO^ A DEF. 



Bewijs : Volgens N® 27 besluit men uit het gegevene, dat L C = L F ; 
dus zfln de driehoeken volgens N° 43 congruent. 

Eigenschap 45. Als de drie zijden van een driehoek gelijk zijn 
aan die van een anderen driehoek^ dan zijn die driehoeken congruent. 

Gegeven: 

AB=DE, 

BC = EF, 

CA = FD. 

Te bewezen: 

A ABC^ ADEl^./ 

BewtJB : Laat men 
A D E F om de lt)n D F 
draaien, totdat de drie- 
hoek opnieuw geheel 

in het platte vlak ligt, dan kan men hem nu zoodanig tegen A A B C 
schuiven, dat D in A komt en F in C. Hot punt E zal dan in E' 
komen, zoodat AÉ' = DE = AB en CE'==FE = CB. Trekt men 
nu B E', dan zvjn de driehoeken A B E' en O B E' geltjkbeenig en beide 
hebben BE' tot basis. Volgens N® 28 is dan 

L ABE'=LAE'B, 

LCBE'= LCE'B, 




Fig. 40. 
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dus door optelling 

LABC=LAE'C 

en L A E' C was gelgk aan L B E F, dus is ook 

L ABC=LDEF. 

De driehoeken ABC en DEF hebben derhalve gelijk twee paren 

zijden en den ingesloten hoek en zy zijn dus volgens N^ 42 congruent. 

' ^. Eigenschap 46*^ Als twee zijden van een driehoek gelijk zijn aan 

J'^vwee zijden van een anderen, terwijl bovendien twee hoeken over een paar 

nf.ló/ihfi. 9"!^/1fi/n nfiloil' d>/n ///? ftitao Ttnohom nti^v }%i>t nnnfip.vA nnnn.v nM.inhp. 
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Nu is echter gegeven, dat L B scherp is, dus is ook L F G D 
scherp en L F Gr E stomp, terwyl L F E G scherp gegeven is. De 
hoeken FQE en FEG kunnen dus onmogelyk gelyk zfln. 

Evenzoo toont men aan, dat C B niet aan de andere zflde van F E 
kan vallen, dus bedekt C B ook FE en A A B C is congruent met 
A DEF, 

Uit het bewijs bltjkt, dat er noodzakelijk in het gegevene behoorde 
voor te komen, dat de hoeken B en E geltjksoortig zfln. 

Twee driehoeken, die alleen twee paren zflden en de hoeken over 
een paar dier gelflke zflden gelijk hebben, behoeven dus niet con- 
gruent te zfln. 

28. De vorige v^jf gevallen van congruentie, die voor willekeurige 
driehoeken bewezen zjjn, kunnen by bijzondere soorten van driehoeken 
eenvoudiger vorm aannemen. Zoo ztjn b. v. twee gelylcbeenige drie- 
hoeken congruent, als zy één been en een aanliggenden hoek gelijk 
hebben en twee rechthoekige driehoeken zfln congruent, als zfl de 
twee rechthoekszyden geiyk hebben. 

De eigenschap 46 vindt in het algemeen weinig toepassing. Alleen 
by rechthoekige driehoeken kan zy somtijds met vrucht dienst doen. 

/In dit geval luidt de stelling: 
^Eigenschap 47. Twee rechthoekige driehoeken zijn congruent, als 
zij de hypothenusa en een der rechihoekszijden gelijk hebben, 
29. Uit het vorige blijkt, dat twee driehoeken, die 

a. twee zijden en den ingesloten hoek ; 

b, een zijde met twee aanliggende hoeken; 

e, een zijde met een aanliggenden en een overstaanden hoek; 
d, de drie zijden 
gelijk hebben, in alle elementen overeenstemmen, zoodat in elk dier 
gevallen door drie gegevene elementen de drie andere volkomen be- 
paald moeten zjjn. Men is daarom gewoon in het algemeen te zeggen : 

Eigenschap ^S.]Een driehoek is door drie elementen bepaald, 

Zooals uit N® 46 blijkt, is deze stelling echter niet zonder uitzon- 
dering. Het is b. V. mogelijk om twee driehoeken te teekenen, die in 
twee zijden en een hoek over een dier zijden overeenstemmen, maar 
in de drie overige elementen verschillen. Men vergelijke hiervoor § 50. 
(Opmerking verdient verder, dat de drie gegevens, die den driehoek 
bepalen, van elkander onafhankelijk moeten zijn, d. w. z, dat het niet 
mogelijk is, uit twee dier gegevens het derde af te leiden. 

Zoo is b. V. een driehoek niet bepaald door zfln drie hoeken, daar men 
uit twee der hoeken den derden vinden kan, zoodat deze drie gegevens 
slechts als twee te beschouwen zijn. 

Is de driehoek niet willekeurig, maar heeft zy reeds bijzondere 
eigenschappen, dan moeten deze onder het aantal elementen, waardoor 
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de driehoek bepaald wordt, medegeteld worden. Dus is een recht- 
hoekige driehoek reeds bepaald door de twee rechthoeksztjden, omdat 
hieraan de rechte hoek moet worden toegevoegd. Een gelflkzödige 
driehoek is door één ztJde volkomen bepaald, daar de beide andere 
ztJden even groot ztjn. 

30. Eigensohap 49. Wanneer twee zijden van een driehoek gelijk 
zijn aan twee zijden van een anderen driehoek, maar dê ingesloten 
hoek van den eersten grooter is dan de ingesloten hoek van den tweeden, 
dan zal ook de derde zijde van den eersten grooter zijn dan de derde 
zijde van den tweeden driehoek. 

Ctegeven; ABz=DE, AC = DF, LBAC>LD. 
Te bewtjaen : B 0> E F. 

Bewtis: Plaats A DEF zoodanig op A ABC, dat D F de HJn AC 




volkomen bedekt, dan moet DE tusschen AB en AC vallen, omdat 
LEDF<LBAC. 

Onderstel dus, dat DE langs AE' valt en FE langs CE'. Stelt men 
zich nu voor, dat een rechte getrokken wordt, die L B A E' middendoor 
deelt, welke deelljyn BC in G sn^dt, dan kan men steeds Gt met E' 
vereenigen. Nu is in de A A A B G en A E' G 

AB = AE',Aa = AG,LBAa=LE'AG, 

derhalve heeft men volgens N® 42 

A ABG^ A AEG, 
dus 

BG = GE'. 

In A G E' C is dan verder 

GE' + GC>E'C, 
dus 
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G B + a C > E' C, 
of 

B O > E F. 

Men zou deze eigenschap ook kunnen bewyzen, door A D E F zoo 
tegen A A B C te schuiven, als bjj het bewfls van eigenschap 45 ge- 
ischied is, zoodat de hoeken E D F en B A O naast elkander komen te 
liggen en daarna de som dier hoeken middendoor te deelen. 

Eigensohap 50. Als twee zijden van een driehoek gelijk zijn aan 
twee zijden van een anderen driehoek, maar de derde zijde van den 
eersten is grooter dan de derde zijde van den tweeden, dan zal de 
hoek over die derde zijde in den eersten driehoek grooter zijn dan de 
hoek over de derde zijde in den tweeden. 

Gegeven in fig 42 : AB = DE, AC = DF, BC>EF. 

Te bewtjzen: LBAC>LEDF. 

Bewtjs: Er z^jn drie gevallen mogeltjk: 

LBAC=LEDF, LBAC< LEDF en LBAC> LEDF. 

Indien 

LBAC=LEDF 

V7as, dan zouden de beide AAABCenDEF twee zflden en den inge- 
sloten hoek gelijk hebben; z^j zouden dus volgens N^ 42 congruent 
zyn, dus moest 

BC = EF 

zfln, wat tegen het gegevene str^dt. 

Was verder 

LBAO< LEDF, 

dan zou volgens N® 49 ook 

BC<EF 

z^n, wat eveneens tegen het gegevene str^'dt. Dus bl\jft slechts over 

LBAC>LEDF. 
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HOOFDSTUK VL 



TOEPASSINGEN OP RECHTHOEKiaE EN ÖELIJKBEENiaE 
DRIEHOEKEN. MEETKUNDIGE PLAATSEN. 

31. De stellingen 42 — 46, welk'e betrekking hebben op de congruentie 
van driehoeken, worden veelvuldig toegepast, waar het noodig is te 
bewezen, dat twee rechten of twee hoeken geiyk zfln. In dit hoofdstuk 
zal men verschillende voorbeelden daarvan vinden. 

Eigensohap 51. De lijn, die in een rechthoekigen driehoek het 
midden van de hypothenusa met het hoekpunt van den rechten hoek 
verbindt, is gelijk aan de helft van de hypothenusa. 

Gegeven: LABC=:90^, 

A M = M C. 

Te bewezen : M B = M C. 

Bewijs: Om aan te toonen, dat 

M B = M C, 

heeft men slechts te bewijzen, dat 

LC=LMBC. 

Was nu L M B C niet gelflk aan L O, dan kon 
men steeds uit B een l^jn BB trekken, zoodat 

LDBC=LC. 

LDBC+LDBA = 90°, 

LC+LA = 90°, 




Fig. 43. 



Maar daar 



en 



zou dan ook 

LDBA=LA 
zfln. Dus zouden de beide driehoeken D B O en A B D gelijkbeenig ztjn 
(W 29), d. i. 
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en 



zoodat dan ook 



DB = DC 
DB = DA, 
AD = DC 



zQn moest. Dit strijdt echter tegen het gegevene, derhalve 

LC=LMBC 
MB = MC. 



en 



Uit deze eigenschap kan men besluiten: 

Beschrijft men om M als middelpunt met M C als straal een cirkel, 
dan zal deze ook door de punten B en A moeten gaan. 

Een cirkel, die door de drie hoekpunten van een driehoek gaat, 
wordt de omgeschreven cirkel van den driehoek genoemd. 

Uit N» 51 volgt dus 

Eigensohap 52. Het middelpunt van den omgeschreven cirkel van 
een rechthoekigen driehoek ligt in het midden van de hypothenusa. 

Eigensohap 53. Als in een driehoek de rechte^ die een hoekpunt 
met het midden der overstaande zijde verbindt, ff^Hjf^ is aan de helft der 
zijde, dan is de hoek van dien driehoek, aan dat hoekpunt gelegen, recht. 

Gegeven: CM = BM = AM. 

Te bewezen : L C A B = 90°. 

Bewijs: Omdat CM = AM, is volgens N<> 28 

LCAM=LACM. 

Evenzoo is, omdat A M = B M is, 

LMAB=LMBA. ■ 

Door optelling ontstaat dus 

LCAB=LACM-f-LMBA. 

Maar de som van deze drie hoeken bedraagt een gestrekten hoek, dus 
moet elk der leden van de vorige vergelijking gelflk zyn aan een 
rechten hoek, d. i. L C A B = 90°. 

Eigensohap 54. Heeft een rechthoekige driehoek een hoek van 30'^, 
dan is de reehthoekszijde, die daarover ligt, gelijk aan de helft van 
de hypothenusa. 

Gegeven: LABC = 90° LACB = 30°. 




Pig, 44. 



Te bewiijzen: 



AB=JAC. 
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Bewfjs: Is M het midden van AC, dan heeft men slechts te 
bewijzen, dat 

AB = AM. 

Vereenigt men nu B met M, dan Is volgens N® 51 

BM = AM. 

Maar daar L C = 30°, is L A = 60°; dus is in 
A A M B ook 

L A B M = 60°, 

zoodat A A B M gelökzfldig blflkt te zfln of 
AB = AM. 




Pig. 45. 




Een ander bewijs voor dezelfde stelling verkrJtjgt men door naast 
A ABC een daarmede congruenten driehoek te plaatsen, die met A ABC 
de zflde BC gemeen heeft.^ 

32. Eigenschap bJS^. De lijn, die in een gelijkbeenigen driehoek den 
tophoek middendoor deelt, staat loodrecht op de basis en deelt haar 
middendoor (korter: deeU de basis rechthoekig middendoor). 

Gegeven : C A = C B, 

LACD=LDCB. 

Te bewezen : L C D B = 90°, 

A D = D B. 

Bewijs: De driehoeken ACD en BCD zJtjn 
congruent, omdat 

CD = CD, AC = CB, LACD=LBCD 

volgens het gegevene. Dus is 

AD = DB 
en 

LADCzziLBDC, 

maar daar de som dezer hoeken 180^ bedraagt, is dus elk 90^. 

Wil men een omgekeerde van deze stelling vormen, dan ziJn ver- 
schillende daarvan mogelijk, aangezien het onderstelde en het gestelde 
uit meerdere onderdeelen bestaan (zie § 3). Wtj bepalen ons er toe 
hier de meerderheid zonder bewjjs te vermelden, daar dit op dezelfde 
wflze als bö eigenschap 51^^ kan geleverd worden: 

Eigensohap b^l De lijn, die in een gelijkbeenigen driehoek uit den 
top loodrecht op de basis getrokken wordt, deelt basis en tophoek 
middendoor. 
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Eigensohap öV. De lijn, die in een gelijkheenigen drielioek den top 
met het midden der basis vereenigt, deelt den tophoek middendoor en 
staat loodrecht op de basis. 

Eigensohap bii^Als in een driehoek een loodlijn, uit den top op de basis 
neergelaten, deze^zijde middendoor deelt, dan is de driehoek gelijkbeenig, 

Eigensohap £9, Als in een driehoek de lijn, die den tophoek mid- 
dendoor deelt, tevens loodrecht op de basis staat, dan is de driehoek 
gelijkbeenig. ; 

Eigenschap 6S. Als in een driehoek de lijn, die den tophoek midden- 
door deelty ook tevens de basis halveert, dan is de driehoek gelijIAeenig' 

Gegeven : LACD=LI)CB, 

AD = DB. 

Te bewjijzen : A C = C B. 

Bew\js : Wilde men hier trachten te bewijzen, 
dat A A C D ^ D C B is, dan zou men op het 
val in W 46 komen, omdat 

AD = DB, CD = CD en LACD=LDCB, 

zoodat men dus zou moeten uitmaken of de 
beide hoeken over C D, namelijk L A en L B 
scherp zullen ztJn. 

Om deze moeilükheid te vermijden, kan men het volgende bew^s nemen : 
Men verlenge CD met een stuk DE = CD 
en vereenige E met B, dan zijn de driehoeken 
ACD en BDE^ volgens W 42. Dus is 

LDEBnzLACD enBE = AC. 
Maar volgens het gegevene is dan ook 
LDEB=iLDCB, 




dus 

en, omdat 

V7as, is dus 



BE = BC 
B E = A C 
AC=:BC. 




33. Een l\jn, die een hoek middendogr deelt, 
wordt de deeliynofbisectri^ van dien 
hoek genoemd. 

Een lyn, die in een driehoek een hoekpunt 
met het midden der overstaande zy de vereenigt, heet zwaar tel fln 
of mediaan. 



Fig. 48. 
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Een ItJn, die in een driehoek uit een hoekpunt loodrecht op de 
overstaande z\jde wordt neergelatep, wordt hoogteljjn genoemd. 

De omgekeerden 5fJ; 5^,^5$,^ot en sS'van N® öéz^jn vooral daarom 
belangrijk, omdat zy ons loeren, dat in een willekeurigen driehoek 
een hoogteiyn of een bisectrix niet de overstaande zflde middendoor 
deelen kan, dat de bisectrix niet loodrecht staat op de basis en dat 
de mediaan der basis den tophoek niet halveert. 
^ "34. Wy zagen reeds in N® 16, dat men uit een punt buiten een 
rechte, steeds één loodiyn op die lyn kan neerlaten en niet meer dan 
één. Deze loodiyn wordt de afstand van het punt tot de rechte 
it^y^** genoemd. 

ledere andere Ifln, die het punt met een punt der rechte verbindt, 
'^" wordt schuine Ifln genoemd. Het punt der rechte, waarmede het 
„>^fl»vj^. gegeven punt verbonden wordt, heet het voetpunt der schuine lyn 
^3*^^-x>f der loodiyn. 

^ Uit N» 3jji volgt (wimiddelltjk : 

Eigensoliap ^rJDe loodlijfif uit een punt buiten ^^èn rechte op die 
rechte neergelaten^ is korter dan elke schuine lijn. 

Verder bewijst men gemakkelijk door middel van congruente drie- 
hoeken : ^n 

Eigensohap Q^. Twee schuine lijnen zijn gelijk^ als hunne voet- 
punten op gelijken afstand van het voetpunt der loodlijn gelegen zijn, 
Eigensohap 6J^.^i/en schuine lijn is des te langer^ naarmate haar 
voetpunt verder van het voetpunt der loodlijn verwijderd is. 

Gegeven : P B _l A C, 
P 

A B < B C. 

Te bewijzen: P A < P C. 
Daar 

A B < B C 

is, kan men tusschen B en C een punt 
D bepalen, zoodanig, dat 

B D = A B. 

Nu is in A P B D L P D B scherp, 
derhalve is L P D C stomp en in A P D C is dus 




Maar volgens N^ 62 is 



P C > P D. 



Digitized by 



Google 



45 



X- 



Eigensohap éi. Uit een punt buiten een rechte kan men steeds 
twee, maar niet meer dan twee, schuine lijnen naar die rechte trekken, 
die even lang zijn. 

Ook de omgekeerden van W 62 en 63 ztjn waar. Zy luiden : 

Eigensohap 05.» Trekt men uit een punt P buiten een rechte A B 
twee even lange schuine rechten naar A B, dan zijn hunne voetpunten 
evenver verwijderd van het voetpunt der loodlijn, uit P op A B 
neergelaten. f^ 

Eigenschap 6^*. Als^ een schuine lijn, uit een punt P buiten een 
rechte A B naar die lijn getrokken, langer is dan een andere schuine 
lijn, dan ligt het voetpunt van de eerste verder van het voetpunt der 
loodlijn uit P op AB neergelaten, dan het voetpunt van de tweede 
schuine lijn, \ 

Beide stellingen kunnen indirect bewezen worden. 

Eigensohap Q^Elk punt der rechte, die een gegeven lijn loodrecht 

middendoor deelt, ligt evenver van het eene als van het andere uiteinde 

dier gegeven lijn. 

Q 
Gegeven: PQ_lAB, 

AP = PB. 




E is een willekeurig punt van PQ. 
Te bewezen : E A zn R B. 

Bewjjs: Dit volgt onmiddellijk uit de con- 
gruentie der driehoeken APE en BPE. 

Eigenschap Q^Elk punt, dat niet op de rechte ligt, die een ge- 
geven lijn rechthoekig middendoor deelt, ligt op ongelijke afstanden 
van de beide uiteinden der gegeven lijn. 

Gegeven: PQj_AB, 

AP=iPB. 

Te bewijzen: EA4=EB. 

Bew\js : Onder de beide rechten , die E met 
A en B vereenigen, is er steeds één, die P Q 
na verlenging snydt. Stel dit is E A en S is 
het snijpunt. Vereenigt men nu S met B, 
dan is in A S E B 

SE + SB>RB. 
Maar volgens N*» 66 is 

SA=:SB; 
dus 
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SR4-SA>RB, 

R A > R B. 



Uit de eigenschappen 66 en 67 volgt nu: 

De lijrij die een rechte loodrecht middendoor deelt, is de meetkundige 
plaats der punten, die evenver liggen van het eene als van het andere 
uiteinde dier rechte. 

Verder bewyst men door middel van diezelfde eigenschappen indirect : 

Eigensohap Ji^SfAls een punt op gelijke afstanden van de beide 
uiteinden eener rechte ligt, dan moet het liggen op de lijn, die die 
rechte loodrecht middentor deelt, 

Eigensohap ^QQ-liAls een punt op ongelijke afstanden van de uit- 
einden eener rechte gelegen is, dan moet het liggen buiten de lijn, die 
die rechte loodrecM middendoor deelt, ' — 

36. Eigenschap l^Elk punt van de lijn, die een hoek middendoor 
deelt, heeft gelijke afstanden van de beide beenen van dien hoek. 

Gegeven: LBAD=LDAC, 

P is een willekeurig punt van A D, 

PQJ_AB, PRj_AC. 

Te bewezen : P Q = P R. 

Bew^s: Dit volgt onmiddellijk uit de con- 

^ gruentie der driehoeken PAQ en PAR. 

Eigenschap Tip Elk punt buiten de rechte, die, een hoek midden- 

door deelt, ligt op grooteren afstand van het eene been dan van het andere. 




/B 








Gegeven: LBAD=:LI)AC, 


q/ 


^D 




PQJ.AB, PRJ.AC. 


/^•^ 


P 
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PR 


L f R 
TiQ. 53. 
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sntji 



en verbindt T met P, dan is in l^ 

SP + S 
Maar in A P T R is 
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T P > P R, \ 

dus is 

SPH-ST>PR. 

Nu is evenwel volgens N® 70 

ST==SQ, 
dus 

SP-hSQ>PRofPQ>PR. 

Uit N® 70 en N*» 71 te zamen volgt nog: 

De lijtiy die een koek middendoor deelt, is de meetkundige plaats 
der punten, die gelijke afstanden hebben tot de beide beenen van 
den hoek. 

Verder bewast men met behulp van diezelfde eigenschappen 70 en 
71 weder indirect i^ 

Eigensohap 7^ Als een punt ligt op gelijke afstanden van de 
beide beenen van een hoek, dan mx>et het liggen op de rechte, die dien 
hoek middendoor deelt. 

Eigensohap l^S'Als een punt ligt op ongelijke afstanden van de 
beenen van een hoek, dan ligt het niet op de deellijn van dien hoek, 

fm* Bewjys de eigenschap: Als twee driehoeken twee paren z^den 
en een hoek over een paar dier geljjke zvjden gelijk hebben, doch niet 
congruent z^jn, dan z^jn de hoeken over het andere paar dier gel^ke 
ztjden elkanders supplementen. 

\ hf. Door de hoekpunten B en C van A A B C trekt men rechten 
evenwijdig aan de overstaande zyden van den driehoek, die elkander 
in D snflden. Bewfls, dat A BCD^ A ABC is. 

h9. Als twee driehoeken congruent zvjn, dan z\jn de rechten, die 
een paar geiyke hoeken middendoor doelen, ook gelijk. Gevraagd 
het bewjtjs. 

6f . Bewijs, dat het dubbel van de l^jn, 'die den top van een drie- 
bek met het midden van de basis verbindt, kleiner is dan de som 
van de opstaande zQden van den driehoek. 

(€l Neemt men op de beenen BA en B G van den hoek ABC twee 
geljjjke stukken BD en BE, dan zullen de loodltjnen, uit D en E op 
B C en B A neergelaten, gelvjk z\jn en bovendien geiyke stukken van 
BC en BA afsnijden. 

^i. Neemt men op de zijden A B, BC, CA van een gel^kz^jdigen 
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driehoek drie willekeurige maar geiyke stukken AD, BE en C F, dan 
is A D E F ook gelUkzfldig. Bewijs deze stelling. 

6g. Bewys, dat de loodlynen, uit de uiteinden van de basis van een 
gelükbeenigen driehoek op de overstaande zflden neergelaten, geiyk ztjn. 

éy. Bewijs, dat de drie hoogtelynen van een gelykz\Jdigen driehoek 
gelijk ztjn. 

6^ Bewijs, dat een driehoek geltjkbeenig is, als de loodiynen, uit 
de uiteinden van een der züden op de overstaande zijden neergelaten, 
gelHk ziJn. 

"^ 61. Verbindt men den top van een driehoek met het midden der 
basis, dan zijn de loodiynen, uit de uiteinden der basis op die vereeni- 
gingsltJn neergelaten, gelijk. Bewijs dit. 

6€> Neemt men van de uiteinden der basis van een gelijkbeenigen 
driehoek beginnende, gelijke stukken op het eene been en op het 
verlengde van het andere been, dan zal de rechte) die de eindpunten 
dier stukken vereenigt, door de basis middendoor gedeeld ivorden. 
GevKiagd het bewijs. 

6g. Neemt men op de drie zijden AB, BC, CA van een gelijk- 
zijdigen driehoek willekeurige, maar gelijke, stukken AD, BE en C F, 
dan zullen de .rechten CD, A E en B F opnieuw een gelijkzijdigen 
driehoek Insluiten. Bewijs deze eigenschap. 

6ff. Bewijs, dat twee evenwijdige rechten, tusschen tWee andere 
evenwijdigen getrokken, gel^k zijn. 

Hierbij behoort het bijzondere geval, dat het eene paar evenwijdigen 
loodrecht is op het andere paar. 

ört Welke omgekeerden zou men uit deze stelling kunnen vormen ? 
Ga ook na, of deze juist ziJn. 

€Sr» Bewijs, dat de som der loodlijnen, uit een willekeurig punt der 
basis van een gelijkbeenigen driehoek op de opstaande zijden neer- 
gelaten, gelijk is aan een hoogteliJn op een der beenen vanXden 
driehoek. 

'éd. Bewijs ook, dat in een gelijkzijdigen driehoek de som der lood- 
lijnen, uit een willekeurig punt binnen den driehoek op de drie zijden 
neergelaten, gelijk is. aan een hoogtelijn van den driehoek. 

7Qr Als in een rechthoekigen driehoek een der rechthoekszijden de 
helft is van de hypothenusa, dan ligt over die rechthoekszij de^en 
hoek van 30°. Gevraagd het bewijs. ^ 

7^. Bewijs, dat een driehoek stomphoekig is, als de rechte, die een 
zijner hoekpunten met het midden der overstaande zijde verbirh^t, 
kleiner is dan de helft van die zijde. 

721 In een stomphoekigen driehoek is de rechte, die het hoekpunt 
va»" den stompen hoek met het midden der overstaande zijde verbindt, 
kleiner dan de helft van die zijde. Bewijs dit. ,\ 
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lU, Neemt men op de beenen BA en BC van een hoek ABC 
geltjke stukken B D en B E en richt in de punten D en E loodl^nen 
op BA en B C op, die elkander in F snijden, dan zal F B den hoek 
ABC middendoor deelen. Bewys deze eigenschap. 

74r. Neemt men op de beenen BA en BC van een hoek ABC 
gelijke stukken BD en BE en laat uit D en E loodlynen op BC en 
BA neer, die elkander in F snjjden, dan verdeelen deze loodiynen 
elkander in vier stukken, die twee aan twee gelflk zfln. Gevraagd 
het bewijs. 

Bewfls ook, dat de rechte, die in deze figuur het snijpunt der 
loodlijnen met het hoekpunt B verbindt, den hoek ABC midden- 
dooi* deelt. 

TÖT. Als men door den top van een driehoek ABC een rechte PQ 
evenwijdig aan de basis trekt, daarna uit C een loodlijn CD op PQ 
neerlaat en deze aan de andere zijde van P Q met een stuk D E = C D 
verlengt, dan zal het verlengde van EA met AB een hoek vormen, 
die gelijk is aan het verschil der hoeken aan de basis van A A B C. 
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EENVOUDIGSTE EIGENSCHAPPEN VAN DEN CIRKEL. 

37. In § 9 zagen wfl reeds, dat de cirkel de meetkundige plaats 
van de punten is, die op geleken afstand van een vast punt liggen en 
gaven wU de definitie van het middelpunt, den straal, de middeliyn, 
een koorde en een boog. 

Een cirkel wordt aangeduid door één letter by het middelpunt ge- 
plaatst en het teeken © voor die letter. 

Men noemt twee cirkels geiyk, als zy met gelijke stralen be- 
schreven ztJn; concentrisch, als zy hetzelfde middelpunt hebben. 

Twee bogen van een cirkel of van gelflke cirkels noemt men gelyk, 
als zö elkander kunnen bedekken. 

Vereenigt men het middelpunt met twee willekeurige punten van 
den omtrek, dan vormen deze stralen een hoek, die middelpunts- 
hoek genoemd wordt. 

Waar niet het tegendeel vermeld wordt, verstaat men onder een 
middelpuntshoek gewoonlflk een uitspringenden hoek. 

De hoek, gevormd door twee willekeurige, uit één punt van den 
cirkel getrokken, kodden, heet omtrekshoek. 

Bigensohap l4,9ln een cirkel behooren bij gelijke middelpunts- 
hoeken gelijke bogen en ook gelijke koorden. 

Gegeven : LAMB=LCMD. 

Te bewijzen : Bg. A B = Bg. C D, 

en Kd. A B = Kd. C D. 

Bew^s : Draait men in fig. 54 L A M B 
om het punt M zóó, dat hfl L C M D 
volkomen bedekt, dan zal A in C moeten 
vallen, omdat 

MA = MC 
j,j 5^ is, en B in D, omdat 

MB = MD 
is. Stel nu, dat bg. AB den boog CD niet volkomen bedekte, maar 
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den stand der gestippelde lijn in de figuur innam, dan zou MF een 
straal zjjn, naar een punt van bg. C D getrokken en M E een straal, 
die oorspronkeljjk naar een punt van bg. AB getrokken was. Dus 
zouden twee stralen van den cirkel ongeiyk zjjn, wat onmogeljjk is. 
Bg. A B zal dus bg. C D volkomen bedekken. 

Dat ook de koorden AB en CD geiyk zjjn, volgt onmiddellök uit 
de congruentie der driehoeken M A B en M C D. 

Op dezelfde wflze toont men aan, dat de stelling 74 niet alleen 
voor middelpuntshoeken in één cirkel, maar ook voor middelpunts- 
hoeken in geltJke cirkels geldt. 

Neemt men in fig. 54 aan, dat de gelijke middelpuntshoeken de 
beide gestrekte hoeken ztJn, die ter weerszoden van een willekeurig 
in den cirkel getrokken middelltJn liggen, dan volgt uit N* 74 on- 
middellijk : *r 
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Eigensohap JW: De rechte^ die het midden van een koorde met het 
middelpunt verbindt^ staat loodrecht op de koorde en deelt den bij die 
koorde behoorenden boog middendoor. 

Gegeven: AC = CB. 

Te bewezen : L A C M = 90°. 

bg.AD = bg. DB. 

Bewijs : Trekt men AM en B M, dan is 
volgens N^ 57 

L A C M = 90° 
en 

L AMD=LDMB, 

Yig, 66. derhalve volgens N° 74 

2 bg.AD = bg.DB. 

Eigenschap 8^. Vereenigt men het midden van een boog mst 
het middelpunt^ dan deelt deze rechte de bij dien boog behoorende 
koorde loodrecht middendoor. 

Gegeven : bg. A D = bg. D B. 

Te bewijzen : M D _L AB, 

AO.=:CB. 

Bewijs : Volgens het gegevene in verband 
met N® 77 ligt D op gelyke afstanden van 
A en B, dus ligt D volgens N® 68 op de 
Fig. 57. rechte, die A B loodrecht middendoor deelt. 

Maar hetzelfde zal van het punt M gelden, 
dus deelt D M de rechte A B loodrecht middendoor. 




fff 



Vraagstukken. 



-W. Bewtjs, dat de middelltjn van een cirkel de grootste koorde is. 
^v^/-W: Bewjjs, dat in denzelfden cirkel gelflke koorden op gelyken 
afstand van het middelpunt verwijderd zyn. 
**Jj^^. Noem en bew^s het omgekeerde van de vorige stelling. 

^yt^r-Wekt is de meetkundige plaats der middens van alle koorden 
•^van gelyke lengte, die in eenzelfden cirkel getrokken kunnen worden? 
8(\4Bewt|s, dat in denzelfden cirkel een koorde kleiner wordt, als 
haar afstand tot het middelpunt toeneemt. 
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84^ Trekt men uit een punt van een cirkel twee onderling lood- 
rechte koorden, dan moet de rechte, die hare andere uiteinden ver- 
bindt door het middelpunt gaan. Q-evraagd het bewys. 
/ 82T*Vereenigt men een punt van een cirkel met de uiteinden eener 
middelltjn, dan is de hoek, door de vereenigingsltjnen gevormd, recht. 

SSjBewys, dat de loodljjnen in de uiteinden eener koorde op deze 
opgericht, gelflke lengten hebben. 

Si-.^Bewys; dat twee geiyke koorden in een cirkel elkander in 
stukken verdeelen, die twee aan twee geiyk z\jn. 

SövfBewy's, dat bogen van een cirkel, die tusschen twee evenwijdige 
koorden hggen, geltjk ^tjn. 

•80:J^ls de bogen, gelegen tusschen twee koorden, die elkander niet 
binnen den cirkel snijden, gel\jk z]jn, dan zQn die koorden evenwijdig. 
<a/-^T: Op een der zijden van een geiykzydigen driehoek als middelltjn 
beschrijft men een cirkel. Bewijs, dat deze de andere zjjden van den 
driehoek middendoor deelt. 
^^-687 De meetkundige plaats der middens van alle koorden, die door 
eenzelfde punt P binnen of buiten den cirkel M gelegen gaan, is een 
cirkel, waarvan PM de middelljjn is. Bewtjs deze eigenschap. 
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DE CIRKEL EN DE RECHTE LIJN. 

39. Ten opzichte van de onderlinge ligging van een cirkel en een rechte, 
of ook ten opzichte van het aantal punten, dat aan die beide figuren 
gemeen is, kunnen verschillende gevallen onderscheiden worden, die 
wy in de eigenschappen 81 — 83 achtereenvolgens behandelen. 

Eigenschap 8\jf Als de afstand van het middelpunt van een 
cirkel tot een rechte lijn groot er is dan de straal van den cirkel^ dan 
heeft de cirkel met de rechte geen enkel punt gemeen. 

Gegeven : M P _L A B, 

M P > M C. 

Te bewezen: De rechte A B heeft 
met den cirkel geen 
punt gemeen. 

Bewijs: Men heeft slechts aan te 
toonen, dat geen enkel punt van de 
rechte op een afstand van M ligt, 
die geiyk is aan den straal. 

Allereerst volgt nu uit het ge- 
gevene n.1. 

M P > M C, 
dat P niet op den cirkel ligt. Vereenig verder een willekeurig punt 
Q van AB met M; dan is volgens N® 61 




maar 
dus is 



M Q > M P, 
MP>MC, 
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Eigenschap s\fAls de afstand van het middelpunt van een cirkel 
tot een rechte lijn gelijk is aan den straal, dan heeft de rechte lijn 
met den cirkel één punt gemeen. 

Gegeven: MP_LAB, 

M P := den straal. 

Te bewijzen : De rechte A B heeft 
met den cirkel één 
punt gemeen. 

Bewijs: Daar het voetpunt P der 
loodlyn op een afstand van M ligt, 
die gelijk is aan den straal, zoo zal 
P op den cirkel moeten liggen. Ver- Pig. 58. 

eenigt men nu een willekeurig punt 

Q van A B met M, dan is volgens N<* 61 M Q > M P, dus M Q is 
grooter dan de straaL zoodat Q niet op den cirkel liggen kan. 

Eigenschap ^ByAls de afstand van het middelpunt tot een rechte 
kleiner is dan de straal, dan heeft de rechte lijn met den cirkel twee 
punten gemeen. 




Gegeven : 



MP_LAB, 
M P < M C. 




Te bewijzen : De rechte A B heeft 
twee punten met 
den cirkel gemeen. 

Bewijs: Uit het gegevene volgt ^ 
weder onmiddellijk, dat P niet op den 
cirkel ligt. 

Volgens N° 63 worden verder de ^i«- ^9. 

schuine Iflnen, uit M naar A B getrok- 
ken, langer, naarmate hare voetpunten verder van P liggen. Daar M P 
kleiner is dan de straal, en er een oneindig lange Itjn uit M naar A B 
kan getrokken worden, zoo moet, als men het voetpunt der schuine 
Uin langs A B zich laat verplaatsen in de richting naar B, een schuine 
lyn MD bestaan, die geltjk is aan den straal. Het punt D van AB 
ligt dus op den cirkel. Maar een even lange schuine IQn heefb haar 
voetpunt E aan de andere zjjde van P, zóó dat PE = PD (volgens 
N* 62). Het punt E van AB moet dus ook op den cirkel liggen. 
Volgens N° 64 zfln er dan echter geen andere punten van AB, dan 
D en E, op den cirkel gelegen. 

Van een rechte IQn, die twee punten met den cirkel gemeen heeft, 
zegt men, dat z^ den cirkel sn^dt, of dat z\| een sn)jl\|n (secans) is. 
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40. In § 9 zagen w^ reeds, dat een raakiyn aan een kromme, die 
door de aaneenschakeling van punten voortgebracht is, gedefinieerd 
kan worden als de oneindig lange rechte, die twee opeenvolgende 
punten der kromme verbindt. WU zullen dit nog op een eenigszins 
gewyzigde manier uitdrukken. Zy namelyk A B een lyn, die twee wil- 
lekeurige punten van een kromme 



verbindt, dus een snyltjn dier 
kromme. Men kan nu A als een 
vast punt en B als een bewegend 
punt beschouwen, dat door zjjn 
beweging de kromme doet ont- 
staan, waarb\] het achtereenvol- 
gens de standen C, D, . . . L in- 
neemt. Btj die beweging zal de 
snylyn A B dan ook achtereenvol- 
gens de standen A C, A D, . . . A L 
innemen en als nu L onmiddellijk 

naast A komt te liggen, zal de snylijn A L door twee opeenvolgende 

punten der kromme gaan en dus volgens § 9 een raaklyn zyn. Hieruit 

volgt, dat men ook kai> zeggen: 

Een raaklijn aan een kromme is de grens^ waartoe een snijlijn 

nadert, als men deze om een har er snijpunten laat draaien, totdat het 

andere snijpunt naast het eerste komt te liggen. 
Eigenschap ^^ Een raaklijn aan een cirkel staat loodrecht op 

den straal naar het raakpunt, 

f Gegeven: A X raakt den cirkel in A. 

Te bewijzen : M A _L A X. 

Bewijs: Beschouwt men eerst de 
snyltjn A B en vereenigt men dan A 
en B met M, dan is in A M A B 

LAMB-|-2LMABz= 180^, 
of 

LMAB = 90o _ ^L AMB. 

Laat men nu het punt B langs den 
cirkel naar A zich bewegen, b. v. tot 
in C, dan is evenzoo 

LMAC = 90° — ^LAMC. 




Fig. 61. 



Gaat de beweging verder, dan nadert L A M C tot nul en A C nadert 
tevens tot de raaklftn A X, dus is L M A X = 90°. 
Het omgekeerde van K® 84 luidt: 
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Eigenschap S^'^Een lijn^ die in een pttnt P van een cirkel lood- 
recht staat op den straal naar dat punt, is een raaklijn aan dien cirkel. 

Bewijs : Was nameiyk die Itjn niet raaklyn, maar raakte P Q den 
cirkel, dan zouden de gegeven Ijjn en P Q beide loodrecht staan op 
den straal naar P getrokken. 

Uit Eigenschap 84^en 85 volgt nog: 

Eigenscliap ffsfln een punt van een cirkel kan steeds één, en niet 
meer dan één, raaklijn aan den cirkel getrokken worden. 

Denkt men zich achtereenvolgens alle raaklynen aan een cirkel ge- 
trokken, dan zullen deze alle denzelfden afstand van het middelpunt 
bezitten. Men kan dientengevolge ook zeggen: 

Een cirkel is de meetkundige plaats, die beschreven of omhuld 
wordt door een rechte, welke voortdurend op denzelfden afstand van 
een vast punt blyft. 

41. Een raakltjn aan een cirkel kan ook ontstaan, doordien men een 
snylfln laat draaien om een punt, buiten den cirkel gelegen. Is namelyk 
PK een raaklijn, R het raakpunt 
en kiest men nu op den cirkel 
een punt S naby R, zoodat dit 
binnen den driehoek MRP ligt, 
dan is volgens N® 40 



LMSP>LMRP, 



dus 




L M S P > 90°, 

zoodat P S geen raaklfln z^jn kan. 
Éaar daar P S één punt met den Fig. 62. 

cirkel gemeen heeft, zoo heeft 

deze rechte zeker nog een tweede punt met den cirkel gemeen (N* 64), 
dus is SP een snflltjn. Door draaiing der raaklyn om P is dus een 
snyijjn ontstaan en omgekeerd, door draaiing der snijlfln om P ont- 
staat de raakiyn. 



-80: 



Vraagstukken. 



Als uit een punt P buiten een cirkel twee raakltjnen aan dien 
cirkel getrokken worden, dan zijn deze geiyk en bovendien vormen 
zy met de rechte, die P met het middelpunt van den cirkel verbindt, 
gelijke hoeken. Bewfls deze eigenschap, 
^^i^ J^jOr^AUe koorden, die in een cirkel getrokken kunnen worden en 
geltjke lengte hebben, raken een anderen cirkel, die concentrisch is 
met den eersten. Bewfls dit. 
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^ Trekt men uit een punt buiten een cirkel twee raaklflnen 
daaraan en vereenigt men het middelpunt met de punten, waarin deze 
beide raakltjnen een willekeurige derde raak]\jn sneden, dan is de hoek 
tusschen die vereenigingslljnen geltjk aan 90° ± ^ r, als r de hoek is 
tusschen de twee oorspronkelijke raakltjnen. Gevraagd het bewtJs. 

9S^Bewjjs, dat de raakpunten van twee evenwijdige raakiynen aan 
een cirkel op een middelltjn gelegen zijn. 

93. De hoek, gevormd door twee raakiynen, is het dubbel van den 
hoek, gevormd door een straal naar een der raakpunten en de koorde, 
die de beide raakpunten verbindt. Bewfls dit. 

9*.^ Om een punt P buiten een cirkel M beschrijft men een cirkel, 
die door M gaat. Om M beschrflft men met de midjietiyn van den 
gegeven cirkel als straal een cirkel, die den cirkel P in de punten 
A en B snfldt. Als nu A M en B M den gegeven cirkel in O en D 
sntjden, dan vraagt men te bewijzen, dat PC en PD raaklflnen aan 
den gegeven cirkel z\jn. 

9§i^Wat is de meetkundige plaats van de middelpunten der cirkels, 
die een gegeven rechte in een gegeven punt raken? 



< HOOFDSTUK IX. 



TWEE CIRKELS. 

42. Eigenschap sl Als de afstand der middelpunten van twee 
cirkels grooter is dan de som der stralen, hebben de cirkels geen enkel 
punt gemeen. 

Bewijs: Noemt men M en N de middelpunten der cirkels en E 
en r de stralen, dai^ is gegeven 

M N > R -f- r. 

De rechte M N sn^dt den cirkel M volgens N* 83 in twee punten A en 
B, die aan verschillende kanten van M moeten liggen en een van 
beide, stel B, zal zeker 
tusschen M en N liggen, 
omdat 



MN>R+r 



en 



MBi=R, 



dus 



MN>MB, 
Nu volgt uit 




Fig- 63. 
MN >R-f-r en MB = R 
B N > r, 

d. i. B ligt niet op den cirkel N. Evenzoo volgt uit 

MN>R4-r 

MA = R 

A N > r, 



door aftrekking 



en 

door optelling 
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dus A ligt ook niet op den cirkel N. G-een enkel punt van M N ligt dus 
op de beide cirkels M en N te gelyk. 

Onderstelt men nu, dat P een punt buiten de rechte M N was, dat 
aan de beide cirkels gemeen kon z^'n, dan zou, als men P met M en 
N vereenigde, een driehoek P M N ontstaan, waarin volgens N*^ 37 

MN<PM-rPN, 

hetgeen tegen het gegevene strfldt. 

Eigenschap 8)jrJ J« de afstand der middelpunten van twee cirkels 
gelijk aan de som der stralen, dan hebben de cirkels één enkel punt 
gemeen, dat ligt op de lijn, die de middelpunten vereenigt. 

Gegeven : M N = R -f- /*. 

Te bewijzen : De cirkels heb- 
ben één punt 
gemeen, gele- 
gen op MN. 

Bewijs : De rechte M N snfldt 
den cirkel M weder in twee 
punten P en Q, aan verschil- 
lende kanten van M gelegen. 
Nu volgt uit 




Fig. 64. 



door optelling 



MN=:RH-r en Q M = R 
QN>r, 



d. i. Q ligt niet op den cirkel N. Maar uit 

MN = R-f-r 



en 



volgt door aftrekking 



PM = R 
PN = r. 



Dus zal P het eenige punt van M N zyn, dat op de beide cirkels ligt. 

Onderstelt men nu, dat de cirkels nog een buiten MN gelegen 
punt S gemeen hadden, dan zou door de vereeniging van S met M 
en N een driehoek SMN ontstaan, waarin volgens N® 37 
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Bigenschap^-eföT' is de afstand der middelpunten van twee cirkels 
kleiner dan de som der stralen en grooter dan hun verschil^ dan zullen 
de cirkels twee punten met elkander gemeen hebben. 

Gegeven : M N < R + ^, 

M N > R + r. 

Te bewijzen : De cirkels 
hebben twee 
punten ge- 
meen. 

Bewijs: De rechte MN 
zal den cirkel M in twee 
punten P en Q snjjden, ter 
weerszijden van M gelegen. 
Omdat 




Fig. 65. 



MN<RH-r 

is, kan men nu niet besluiten, dat één dier punten, b. v. P, steeds 
tusschen M en N ligt. 

Is dit echter het geval (fig. 65), dan volgt weder uit 

MN<R-hr, en MP = R 
door afbrekking 

PN<r, 



d. i. P ligt niet op den cirkel N. 
Valt echter N tusschen M en 

MP = R en MN>R — r 

door aftrekking eveneens 

PN<r, 

dus ook dan ligt P niet op den 
cirkel N. 

In beide gevallen volgt uit 

MN>R + r' en MQ = R 

door optelling 

QN>r, 



P (tig. 66), dan volgt uit 




Fig. 66. 



dus ligt Q ook niet op den cirkel 

N. G-een enkel punt van MN ligt dus op de beide cirkels te gelflk. 

Zy nu A een willekeurig punt van den cirkel M, dat met N ver- 
eenigd worde. Denkt men zich, dat A, b\) P beginnende, den cirkel M door- 
loopt, dan zal de rechte N A daarbfl voortdurend veranderen en wel, 
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ztf begint met de waarde N P, die kleiner dan r is, en eindigt met de 
waarde NQ grooter dan r. Dus zal NR ook ergens de waarde r 
moeten verkregen. Stel dit heeft plaats, als A in S aangekomen is, 
dan ligt S dus op de beide cirkels te geljjk. Vereenigt men nu S met 
M en N en vouwt A M S N om MN om, zoodat S in S' komt, dan 
zal het punt S' ook tot de beide cirkels moeten behooren, daar het 
op den afstand R van M en r van N ligt. De cirkels M en N hebben 
dus zeker twee punten S en S' gemeen. Maar dan kunnen zjj ook 
geen enkel punt verder gemeen hebben. Want was T een derde punt, 
dat tot de beide cirkels behoorde en aan dezelfde zyde van M N als S 
lag, dan zou A T M N volgens N* 45 ^ A S M N zyn en dus 



en 



LTMN=LSMN 
LTNM=LSNM, 




zoodat het punt T op de Iflnen S M en S N, d. i. in S moest liggen. 

Eigensohap 9^J.' Als de afstand der middelpunten van twee cirkels 

elijk is aan het verschil der stralen, hebben zij één enkel punt gemeen. 

Gegeven : M N = R — r. 

Te bewijzen: De cirkels hebben 
één punt gemeen. 

BeWijs: In het gegeven ligt op- 
gesloten, dat de straal van den 
cirkel M grooter is dan die van N. 
Trekt men de rechte MN, dan 
heeft deze met den cirkel M twee 
punten P en Q gemeen, die ter 
weerszijden van M liggen. Stel P 
ligt aan dezelfde z]jde van M als 
N. Dan volgt uit 

MP = R en MN = R — r, 
dat 

MP>MN 

is, dus N ligt tusschen M en P. Nu vindt men verder door aftrekking 
van diezelfde vergelijkingen 

NP = r, 

d. i. P ligt ook op den cirkel N. De belde cirkels hebben dus zeker 
het punt P gemeen. Maar uit 




Fig. 67. 
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in verband met de reeds gemaakte onderstelling R > r volgt dan 

QM>r, 

en dus ligt Q niet op den cirkel N. 

Alleen het punt P der rechte M N ligt dus op beide cirkels te geHJk. 

Hadden de cirkels nu nog een tweede punt gemeen, dan moest dit 
derhalve buiten de rechte MN vallen. Stel A was zulk een punt, dan 
zou in A M A N 

MA=:R, NA = r 

z\jn, en dus zou dan ook 

MA — NAznR - r = MN 

ztjn, hetgeen tegen N® 38 strfldt. 

Eigenschap 9* Als de afstartd der middelpunten van twee cirkels 
kleiner is dan het verschil der stralen j hebben zij geen enkel punt gemeen. 

Gegeven : M N < R — r. 

Te bewijzen : De cirkels hebben 




Fig. 68. 



lar 



it Q ook niet op den cirkel N 
op de beide cirkels te geiyk. 
liten MN gemeen, dan zou in 

MN 

^» 

beide cirkels hebben dus geen 
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Fig. 69. 



43. Twee cirkels, die twee punten gemeen hebben, worden snijdende 
cirkels genoemd. 

De Hjn, die de beide snijpunten vereenigt, heet de gemeenschap- 
pelijke koorde of, als ztj naar beide ztjden oneindig ver verlengd 
gedacht wordt, gemeenschappelijke sntjlfln. 

Eigenschap 0Ï. De gemeenschappelijke koorde van twee snijdende 
cirkels wordt door de rechte, die de middelpunten vereenigt, lood- 
recht gehalveerd. 

Bewijs : Zfln M en N de mid- 
delpunten, A en B de snijpunten, 
dan is 

M A = M B, 

dus ligt volgens N® 68 M op 
de rechte, die AB loodrecht 
halveert. Hetzelfde geldt echter 
ook van N, omdat 

N A = N B. 

MN deelt dus AB loodrecht 
middendoor. 

44. Laat men bfl twee snijdende cirkels M en N den eenen, b. v. M, 

onveranderlijk, doch den 
anderen om een der snij- 
punten draaien, zonder dat 
de grootte verandert en 
zóó dat het andere snij- 
punt B steeds meer tot 
A nadert, dan zal eindelijk 
het punt B oneindig dicht 
bü het punt A komen. 
In dat geval zegt men, dat 
de beide cirkels elkander 
raken in het punt A. 

Fig. 70. Men kan dus zeggen: 

Onder twee rakende cir- 
kels verstaat men de grens, waartoe twee snijdende cirkels naderen, 
wanneer men een van beide met behoud zijner grootte om een der 
snijpunten laat draaien, totdat het tweede snijpunt oneindig dicht bij 
het eerste komt te vallen. 

Daar de beide snijpunten van twee rakende cirkels oneindig dicht 
bij elkander gelegen zijn, is men weder gewoon te zeggen, dat twee 
rakende cirkels één punt gemeen' hebben. 

Men kan bfl twee rakende cirkels twee gevallen onderscheiden, naar. 
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mate men den cirkel N om het punt A naar rechts of naar links laat 
draaien. In het eerste geval komt ten slotte de cirkel N geheel buiten den 
'Cirkel M te vallen en men noemt de beide cirkels uitwendig rakend 





Fig. lu. 



Fig. lU. 



<fig. 71a). In het tweede geval echter, zal zich de cirkel N ten slotte 
geheel binnen den cirkel M bevinden en noemt men deze inwendig 
rakend (fig. 716). 

.By den overgang van twee snydende cirkels tot den toestand van 
raking zal de gemeenschappelijke koorde, die wy aan beide z^den 
oneindig ver verlengd denken en die eerst den stand A B (fig. 70) innam, 
^achtereenvolgens ook andere standen, b. v. A Bj, innemen, doordien zy 
eveneens om A draait. Die gemeenschappelijke snöl\jn zal dus hoe 
langer hoe meer tot een gemeenschappelijke raaklfln van de beide 
cirkels naderen en zoodra de cirkels elkander raken, is de gemeen- 
schappelijke sntjlijn ook in een gemeenschappelijke raaklijn overgegaan. 
Men heeft dus <y 

Eigenschap 9^. Twee rakende cirkels hebben in hun raakpunt een 
gemeenschappelijke raaklijn. 

Daar deze raaklijn op de beide stralen MA en NA (fig. 71a en b) 
loodrecht staan moet, zoo i^ 



•derhalve heeft men 



L MAN =180'^ of (f 



Eigenschap 94. De beide middelpunten van twee rakende cirkels 
liggen met het raakpunt in één rechte lijn. 



Vraagstukken. 



96. Als twee gelijke cirkels elkander snijden, dan deelt de gemeen- 
schappelijke koorde de lijn, die de middelpunten vereenigt, midden- 
-door. Bewijs dit. 

I. 5 
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97. Als twee cirkels, die met ongeiyke stralen beschreven z^jn, 
elkander snQden, dan is de afstand van de gemeenschappeiyke koorde 
tot het middelpunt van den kleinsten cirkel kleiner dan die tot het 
middelpunt van den grootsten cirkel. Gevraagd het bewQs. 

98. Als van twee inwendig rakende cirkels de straal van den eenen 
gelijk is aan de middell^n van den tweeden, dan wordt elke koorde 
van den eersten, die door het raakpunt getrokken is, door den tweeden 
cirkel middendoor gedeeld. Bewijs dit. 

99. Trekt 'men door een der snijpunten van twee cirkels de middel- 
lijnen, dan zal de Itjn, die de beide andere uiteinden dezer middellonen 
vereenigt, door het andere snijpunt van de cirkels moeten gaan. Bewfls 
deze eigenschap. 

100. Wat is de meetkundige plaats van de middelpunten der cirkels, 
die een gegeven cirkel in een gegeven punt raken? 

101. Wat is de meetkundige plaats der middelpunten van de cirkels^ 
die een gegeven straal hebben en een gegeven cirkel raken? 



j 
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HOOFDSTUK X. 



WERKSTUKKEN. 

« 

45. Onder een werkstuk of constructie verstaat men een opgave, 
w^tóurby gevraagd wordt, een figuur met behulp van passer en liniaal 
uitsMtend samen te stellen. 

De eenvoudigste werkstukken worden postulaten genoemd. Z\j z^n : 
1^. Een rechte te teekenen; 
2^. Een punt aan te nemen. 
Dit wordt geconstrueerd als snypunt van twee rechten, aan elk 
waarvan men gewooniyk slechts zeer geringe lengte toekent; 
3°. In een gegeven rechte een punt aan te nemen; 
4*^. Ëen rechte te teekenen, die een willekeurige, doch bepaalde 
' lengte heeft. 
Hiertoe heeft men bfl een willekeurig aangenomen rechte de eind- 
punten aan te geven; 

ö'^. Een rechte van gegeven lengte met den passer af te meten ; 
6^^, Een rechte te trekken, die door een gegeven punt gaat; 
7^^. Een rechte te trekken, die door twee gegeven punten gaat; 
8®. Een cirkel of cirkelboog te beschreven, als het middelpunt 
en de straal gegeven zijn. 
Tot de uitvoering van twee of meer van deze postulaten moeten 
alle werkstukken worden teruggebracht. 

"Wanneer men by verschillende werkstukken nagaat, hoe vele malen 
elk der genoemde postulaten in toepassing gebracht is, kan men zich 
een oordeel vormen omtrent de meerdere of mindere eenvoudigheid 
van die constructies. Vooral is dit wenschelflk, indien voor hetzelfde 
werkstuk twee of meer verschillende oplossingen gevonden kunnen 
worden, en men de betrekkelijke waarde dier oplossingen wil vaststellen. 

46. Wanneer een figuur niet onmiddellijk uit de gegevens samen- 
gesteld kan worden, dan tracht men te voren eigenschappen er van af te 
leiden, die de samenstelling mogelijk maken. Dit onderzoek wordt de 

., , analyse van het werkstuk genoemd. Men begint daartoe, onafhan- 

* ' ^ keltjk van de gegeven grootheden, de gevraagde figuur te teekenen 
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ten einde bfl het afleiden der eigenschappen de voorstelling te verge- 
makkelijken. 

Zyn die eigenschappen gevonden, dan geeft men een beschryving 
van de wtjze, waarop de figuur met behulp van de postulaten uit 
de gegevens samengesteld kan worden, daarna een bew^s, dat de 
aldus verkregen figuur aan alle vereischten voldoet. 

Eindelijk behoort men na te gaan, of het alt^d mogelijk is uit de 
gegevens de gevraagde figuur samen te stellen en of misschien ook 
meerdere verschillende figuren met dezelfde gegevens samengesteld 
kunnen worden. 

Een werkstuk bestaat derhalve uit vier deelen, die in het vervolg 
met de namen: analyse, uitvoering, bewys en opmer- 
kingen aangeduid zullen worden. 

De beide eerstvolgende constructies z\jn zoo eenvoudig, dat zfl zonder 
analyse kunnen worden uitgevoerd. 

Werkstuk 1. Op een gegeven rechte een stuK van gegeven lengte 
te teekenen, 

Zy volgens het eerste postulaat de willekeurige rechte PQ ge- 
trokken, die gegeven is. Neem hierop volgens Post. 3 een punt A 
aan. Meet nu volgens Post. 5 de gegeven lengte af. Beschrflf met 
dien straal volgens Post. 8 om het punt A als middelpunt een cirkel 
boog, die P Q in B snijdt, dan is A B de verlangde rechte. 
Werkstuk 2. Een toillekeurigen hoek te teekenen. 
Trek volgens Post. 1 een willekeurige rechte AB. Neem daarin 
volgens Post. 3 een willekeurig punt P aan en trek hierdoor volgens 
Post. 6 een rechte P C, dan is L B P C of L A P C de gevraagde hoek. 
De beide bewerkingen, het punt P aan te nemen en de rechte P C 
te trekken, kunnen ook tegelijkertijd worden uitgevoerd, zoodat dan 
de uitvoering der constructie daarop neerkomt, dat men slechts twee- 
malen het eerste postulaat toepast. 

47. Werkstuk 3. Een driehoek te beschrijven^ waarvan de drie 
zijden gegeven zijn. 

Analyse : Zfl A A B C de gevraagde driehoek, waarvan dus de drie 
zijden BC, CA, AB gegeven ondersteld 
worden. De zijde AB kan volgens Werk- 
stuk 1 geteekend worden. Daar C op een 
gegeven afstand van A ligt, moet C liggen 
op een cirkel, met dien afstand als straal 
om A als middelpunt beschreven. Evenzoo 
moet C liggen op een cirkel, met de ge- 
geven lengte van B C als straal om B als 
^^' '^2. middelpunt beschreven. C is dus een snij- 

punt van die twee cirkels. 
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Uitvoering: Zfln a, &, c de rechten, waardoor de lengte der drie 
zyden gegeven wordt. Neem op een willekeurige rechte P Q een stuk 
A B geltjk aan c (W. 1). Meet 

6 af en beschrijf met dien — 

straal om A een cirkel ; meet ^ 

evenzoo c af en beschrijf met c_ 

dien straal een cirkel om B. 

Is nu C een snijpunt van 

deze cirkels, dan is A A C B ^^^-^^ 

de gevraagde driehoek. 

Bewqs : Dat A A C B aan 
de vereischten voldoet, blflkt 
onmiddellijk. ^ 

Opmerkingen: Naar de 
grootte van a, &, c kan men 
de volgende gevallen onder- 
scheiden : 

l'^. c > a -4- & ; dan hebben 
de cirkels volgens N'^ 87 geen 
enkel punt gemeen en het is 
dus ook niet mogelijk, een 
driehoek te teekenen, die a, 6, 
c tot zijden heeft. 

In dit geval zijn dan ook 
de gegevens in strijd met N'^ 37. 

2®. c=La -^-h'y de cirkels hebben volgens N® 88 een enkel punt op 
AB gemeen. Geen driehoek is mogelijk; de gegevens strijden weder 
tegen N^ 37. 

3^^. x; < a -4- ö en c > & — a. Volgens N'^ 89 hebben de cirkels nu 
twee punten C en C' (fig. 73) gemeen en er voldoen dus twee drie- 
hoeken A C B en A C' B, die echter congruent zijn. 

4^^. c = & — a. De cirkels hebben volgens N'^ 90 één punt op het 
verlengde van AB gemeen. Er is geen driehoek mogelijk; de gege- 
vens strijden tegen N^ 38. 

5°. c < & — a. De cirkels hebben volgens N® 91 geen punt gemeen. 
Geen driehoek is mogelijk; de gegevens strijden tegen N® 38. 
—•'Werkstuk 4. Em hoek van 60° te construeeren. 

Construeert men volgens W. 3 een gelijkzijdigen driehoek, waarvan 
de zijde een willekeurige lengte heeft, dan is elk der hoeken daarvan 
de verlangde hoek. 

48. Werkstuk 5. In een punt van een gegeven lijn een hoek te 
construeeren, die gelijk is aan een gegeven hoek. 

Zij L A B C de gegeven hoek, P Q de gegeven rechte, O het punt daarin. 



Fig, 78. 
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Analyse : Onderstel, dat L ï^ O Q de gevraagde hoek was. Meet 
men nu op B A en O R gel^ke stukken B D en O S af en eveneens 
op B C en O Q gelijke stukken BE en O T, dan zullen de driehoeken, 





E C PO 

Fig. 74. 



-T—a 



die ontstaan door de vereeniging van D met E en van S met T vol- 
gens N® 42 congruent ztjn. Dus is ST = DE. 

Uitvoering: Neem op de beenen van den gegeven hoek ABC de 
willekeurige punten D en E aan. Construeer nu volgens W. 3 een 
driehoek O T S, waarvan de zijden gelijk ztjn aan B E, E D, D B en 




E C 




P O 



T a 



Fig. 75. 

zoodanig, dat de zQde, die geljjk is aan B E of die, welke geiyk is 
aan B D, op P Q komt te liggen en één harer eindpunten in O heeft. 

Bew^s: aSOT^ABBE 

volgen N® 45; dus is 

LSOT=LBBE. 

Opmerkingen: Gewoonlijk neemt men als in fig. 76 de beide 
stukken BE en B D geiyk aan en beschrijft dus met een willekeurigen 
straal om B een cirkel, die B A en B C in D en E snijdt en daarna om O 
met denzelfden straal een cirkel, die PQ in T snijdt. Meet men dan 
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D E en beschrijft om T met D E als straal een cirkel, dan snijdt deze 
den vorigen cirkel in het verlangde pmit S. 




E C 




>S, 



P O 

Fig. 76. 



-a 



49. "WerkBtTik 6. Een driehoek te construeererij als twee zijden en 
de ingesloten hoek gegeven zijn, 

Zyn a en & de gegeven zijden en C de gegeven hoek, dan kan men 
op een willekeurige rechte P Q volgens W. 1 een stuk B A afmeten, 



a 





dat geljjk aan b is, daarna volgens W. 5 in B een hoek A B D constru- 
eeren gelQk aan den gegeven hoek O en nn op BD een stuk BE 
afmeten, dat gelQk aan a is. A B E A is dan de verlangde driehoek. 

Evenals deze constructie kan ook 

Werkstuk 7. Een driehoek te construeeren, als gegeven zijn een 
zijde én twee aanliggende hoeken 

gemakkelijk zonder analyse uitgevoerd worden, hetgeen wJtj aan den 
lezer overlaten. 

Werkstuk 8. Een driehoek te construeeren, als gegeven zijn een 
zijde met een aanliggenden en een overstaanden hoek. 

Analyse : Zy a de gegeven z^jde, L B de aanliggende en L A de 
overstaande hoek. 

Daar de som der drie hoeken van den driehoek een gestrekte be- 
draagt, zoo is de derde hoek te vinden. 
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ConBtrtLOtie : Construeer in een willekeurig punt R van de wille- 
keurige rechte P Q een hoek S R Q = L A. Construeer daarna een hoek 




Pig. 78. 




S R T = L B, dan is L T R P gelijk aan den ^derden hoek van den 
driehoek. Deze kan nu verder gemakkelijk geconstrueerd worden, als 
in W. 7. 

Werkstuk 9. Uit een gegeven punt buiten een gegeven rechte een 
lijn te trekken, die met die rechte een gegeven hoek vormtr 

Analyse : Zy 
AB de gegeven 
rechte, P het ge- 
geven punt en 
L a de gegeven 
hoek. 

Is nu PQ de 
gevraagde rechte^ 
dus 

LPQB=La, 
dan trekke men door P een willekeurige rechte, die AB in R snfldt. 
Van A P R Q zijn dan bekend 

PR, LPRQen LPQR=Lö; 

dus kan deze driehoek volgens W. 8 geconstrueerd worden en daar- 
mede is dan ook P Q gevonden. 

Opmerkingen: Men kan vier gevallen onderscheiden, namelijk» 
dat de gegeven hoek a gelijk is aan den hoek tusschen P Q en A Br 
of aan dien tusschen P Q en B A, of ook aan dien tusschen Q P en 
A B of eindelijk aan dien tusschen Q P en B A. Men verkrijgt zoodoende 
in het geheel twee standen voor P Q, waarbij L ö& links of rechts in 
de figuur komt te liggen. 

Een andere oplossing van hetzelfde werkstuk kan eerst worden 
medegedeeld na werkstuk 11. 

50. Werkstuk 10. Een driehoek te construeeren, als gegeven zijn 
twee zijden en de hoek over een dier zijden. 
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, Analyse: Zy ABC de gevraagde driehoek, waarvan AC, BC en 

L A gegeven ondersteld worden. Trekt 
men een willekeurige rechte en zet in een 
willekeurig punt daarvan een hoek af, die 
geiyk is aan den gegeven hoej^, dan kan 
men op het andere been een stuk afmeten, 
gelijk aan de zyde, die aan den gegeven 
hoek ligt; dus z^n de punten A en C be- 
nevens de stand van de rechte AB be- 
kend. Nu moet het punt B liggen op het 
* been AB van den geconstrueerdén hoek 
en op een cirkel, om het punt C als middelpunt met den gegeven 
straal beschreven. 

Uitvoering : Ztjn a en & de twee gegeven z\jden en L A de ge- 
geven hoek, liggende over a, dus aan de z\jde &. Neem nu een wille- 
keurige rechte P Q en construeer in het willekeurige punt P daarvan 
een hoek E P Q = L A. Meet vervolgens op P R een stuk P S af, dat 
geltjk is aan b en beschrijf uit S met a als straal een cirkel. Is T 



Fig. 80. 





T Q 



een snypunt van P Q met dien cirkel, dan is A P S T een driehoek, 

die aan de vereischten voldoet. 

Bewijs : Dat A P S T de gegeven elementen bezit, blflkt onmiddellijk. 

Opmerkingen : Wat de mogelijkheid der constructie betreft, moeten 

hier verschillende gevallen onderscheiden worden, naar de grootte van 

den gegeven hoek en naar de ligging der rechte P Q ten opzichte van 

den om S beschreven cirkel, die bepaald wordt door de lengte van den 

straal a en de lengte der loodliJn SU uit S op PQ getrokken. 

Wij onderstellen eerst, dat de gegeven hoek scherp is (fig. 82); 

nu kan verder nog zyn; 

I. a < S U. Volgens N® 81 snijdt P Q den cirkel niet, dus is er 

geen driehoek mogelijk. 
II. a = SU. Volgens N<> 82 heeft PQ met den cirkel alleen het 
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punt U gemeen, dus is er één driehoek, nameljök A P S ü, 
mogelijk en deze is rechthoekig. 
III. a > S ü. Yolgens N® 83 snijdt P Q den cirkel nu in twee 




Fig. 82. 

punten. Hierbij kunnen zich dan weder de volgende gevallen 
voordoen : 
1®. a < S P of a < &. De twee sn^punten T en T' vallen dan 
volgens N® 65* aan dezelfde zode van P. Men vindt dus twee 
driehoeken SPT en SPT', die beide aan de vraag voldoen. 
Deze driehoeken hebben bovendien de eigenschap, . dat de 
hoek ST'P in den eenen het supplement is van den hoek 
S T P van den anderen. 
2^ a = SP of az=b» Een der snijpunten valt in T, het andere 

in P. Men vindt dus één gel\j^beenigen driehoek SPT,. 
3®. a > S P of a > &. De beide snöpunten Tj en T3 vallen dan 
aan verschillende zijden van P. De driehoek S P Tj voldoet nu 
aan de vraag, maar SPT3 niet, daar deze niet den gegeven 
hoek SPQ, maar diens supplement bevat. 
Gaan wö nu tot het geval over, dat de gegeven hoek A recht 
of stomp is. In dat geval moet volgens N® 34 de zflde a de grootste 
ztjde van den driehoek zijn. Is dus de gegeven ztjde a kleiner dan b 
of gelyk aan &, dan zal het onmogelijk zfln, uit deze gegevens een drie- 
hoek samen te stellen, terwtjl, indien a grooter dan b gegeven is, 
steeds één driehoek gevonden kan worden, die aan de vraag voldoet 
en nooit meer dan één. Fig. 83a en b verduidelijkt deze gevallen. 
De letters hebben dezelfde beteekenis als in de figuren 81 en 82. 
De cirkel, uit S met den straal a beschreven, snfldt de rechte PQ 
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in beide figuren in twee punten T en Tj. Er ontstaan dus twee drie- 
hoeken S P T en S P Tj, waarvan de laatste in fig. 83& niet aan de 
vraag voldoet, omdat de gegeven boek niet er in voorkomt, terw^l in 
fig. 83a die beide driehoeken wel aan de vraag voldoen, maar congruent 
z^n en dus ook slechts als één oplossing beschouwd moeten worden. 





^.T Q 7>\ 



Fig. 83a. Fig. 88*. 

51. Werkstuk 11. Door een punt buiten een gegeven lijn een lijn 
te trekken^ evenvnjdig daaraan. 

Analyse: Zy AB de gegeven rechte, P het punt daarbuiten en 
PQ de gevraagde IQn, die dus ||AB 
ondersteld wordt. Trekt men nu door 
P een willekeurige rechte EP, die AB 
in S snfldt, dan is volgens N^ 14 

L R P Q = LP S B. 

Uitvoering: Trek door het gegeven 
punt P een willekeurige rechte R P, die jf 
A B in S sntjdt (fig. 85). Construeer nu 
volgens W. 5 een hoek R P Q, die gelflk 
is aan L P S B en aan dezelfde ztJde van P S ligt, dan is P Q de 
gevraagde rechte. 

Bewijs: Omdat 

LRPQ=LRSB, 
is volgens N® 7 

PQIIAB. 

Opmerking: Men zou natuurlek 
even goed aan de andere z\|de van 
P S een hoek S P T kunnen constru- 
eeren, die gelflk is aan L P S B. 

Het hier besproken werkstuk stelt 




Fig. 84. 
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Fig. 86. 



ons in staat, een der voorafgaande, namelyk W. 9, op een tweede w^jze 

op te lossen. Wy 
laten hier alleen 
de analyse volgen : 
Wanneer door 
een punt P een 
rechte getrokken 
moet worden, die 
met AB een ge- 
geven hoek a 
vormt, dan on- 
derstellen wy, dat 
P S die Ifln zö, zoodat L P S B = L «• Nu kan men volgens W. 5 
altfld in een willekeurig punt Q van A B een hoek R Q B construeeren, 
die geljjk is aan L «. Maar dan is volgens N° 7 P S || RQ en dus kan 
PS volgens W. 11 geconstrueerd worden. 

52. Werkstuk 12. JEen gegeven rechte door een andere loodrecht 
middendoor te deelen. 
Analyse: Zfl AB de gegeven rechte en CD de gevraagde rechte, 

die dus A B loodrecht middendoor deelt. 
Volgens N° 66 zal nu elk punt van CD 
even ver van A als van B verwü'derd zfln. 
Uitvoering: Beschrijf om A en B als 
middelpunten twee cirkels met denzelfden 
willekeurig gekozen straal, die elkander in 
Q en Q' sneden. Trek QQ', dan zal deze 
AB middendoor deelen. 

Bew\j8 : Daar Q A = Q B en Q' A z= Q' B, 
moeten Q en Q' volgens N^ 68 liggen op de 
rechte, die A B loodrecht halveert. Q Q' is 
dus die rechte. 

Opmerking: In plaats van de beide 
snijpunten Q en Q' der cirkels voor de 
constructie te gebruiken, kan men daartoe 
ook een van beide, b. v. Q, kiezen en daarna 
om A en B als middelpunten met een- 
zelfden willekeurig gekozen straal — die 
niet gelijk is aan Q A — twee andere cirkels beschryven, die een nieuw 
snijpunt R opleveren. De rechte Q R zal dan ook A B loodrecht mid- 
dendoor deelen volgens N® 68. 

Werkstuk 13. Een cirkel te beschrijven^ die door twee gegeven 
punten A en B gaat. 

Analyse: Het middelpunt van den gezochten cirkel ligt op gelijke 
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afstanden van A en B en moet dus volgens N® 68 liggen op de 
rechte, die AB loodrecht middendoor deelt. 

Uitvoering: Deel volgens W. 12 de rechte AB loodrecht midden- 
door. Kies nu een willekeurig punt M van deze rechte als middelpunt, 
meet MA af en beschrijf met M A als straal een cirkel. 

Opmerking: Er ztjn oneindig vele cirkels, die door twee punten 
A en B gaan en de meetkundige plaats hunner middelpunten is de 
rechte, die AB loodrecht middendoor deelt. 

Werkstuk 14. Een cirkel te beschrijven, die door drie gegeven 
punten gaat 

Analyse: Stel, dat A, B, C de drie gegeven punten zyn en dat M 
het middelpunt van den gevraagden cirkel is. Volgens W. 13 zal nu» 
omdat de gezochte cirkel door A en B gaat, het middelpunt M moeten 
liggen op de rechte, die AB loodrecht middendoor deelt "en omdat de 
•cirkel door B en C moet gaan, moet M ook liggen op de rechte, die B C 
loodrecht halveert. Het snijpunt dier twee deellynen is dus het punt M. 

Uitvoering: Deel volgens W. 12 de beide rechten AB en BC 
loodrecht middendoor en bepaal het snypunt M dier deeliynen. Beschrijf 
nu uit M een cirkel, die door één der gegeven punten gaat. 

Opmerking: In plaats van AB en BC loodrecht middendoor te 
deelen, zou men even goed twee andere zyden van A A B C, b. v. 
AB en AC of A C en BC, loodrecht kunnen halveeren. Daar zoo- 
doende drie halveeringslijnen ontstaan, zou men kunnen denken, 
dat ook drie middelpunten van cirkels, die door A, B en C gaan,' ge- 
vonden kunnen worden, tenzfl deze drie deellünen door één punt 
mochten gaan. 

Nu bestaat inderdaad de eigenschap: 

Eigenschap 95. De dne rechten, die de zijden van een driehoek 
loodrecht middendoor deelen, gaan door één punt. 

Gegeven : 

BD = DCenDGJLBC, 

CE = EAenEH_LCA, "\ / \ ^H 

AF = FBenFI_LAB. 

Te bewijzen: DG, E H en F I 
gaan door één punt. 

Bew\js : Twee van deze drie rech- . 
ten, b. V. D G en F I, snyden elkan- 
der zeker in een punt K. Omdat K 
ligt op de rechte DG, die BC lood- 
recht halveert, is KB = KC 




en omdat K op F I ligt, is K B := K A 



(1) 
(2) 
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Uit (1) en (2) volgt nu K A = K C ; 

en dus ligrt volgens N® 68 K op de rechte, die A C loodrecht halveertr 
d. i. op E H. 

Daai' een cirkel, door A, B en O gaande, de omgeschreven cirkel 
van A A B O genoemd is, zoo volgt dus uit N° 95, dat elke driehoek 
slechtSjéén omgeschreven cirkel heeft. 

Werkstuk 15. In een gegeven punt P van een gegeven rechte A B 
een loodlijn op die lijn op te richten. 

Eerste oplossing. 
Analyse: Z\j PX de ge- 
vraagde rechte. Neemt men ter 
weerszoden van P willekeurige 
maar gel^ke stukken PQ en 
PR, dan zullen alle punten 
van PX op geltjke afstanden 
van Q en R liggen. 

Uitvoering : Neem ter weers- 
zijden van P geiyke maar ove- 
rigens willekeurige stukken P Q 
en PR. Bepaal als in W. 12 een punt S, dat op gelü'ke afstanden 
van Q en R ligt, dan is SP de verlangde rechte. 

Bew\j8: De punten P en S liggen elk op gelyke afstanden van 
Q en R. Elk dezer punten zal dus volgens N® 68 moeten liggen op 

de rechte, die Q R loodrecht middendoor 
deelt; d. i. PS halveert QR loodrecht 
en staat dus loodrecht op A B in het 
midden van Q R of in het punt P. 

l^Tweede oplossing.^ 
(voor het geval, dat het gegeven punt 
P in een uiteinde der gegeven rechte 
ligt, en zich naby een der grenzen van 
de teekening bevindt, zoodat byv. BP^ 
aan de zijde van P, niet verlengd kan. 
worden, fig. 90). 

Analyse : ZiJ P X de verlangde rechte,, 
die dus loodrecht op PB ondersteld 
wordt te z\Jn. 

Vèreenigt men een willekeurig punt 

E van P X met een willekeurig punt C 

A P E O rechthoekig. Indien nu D. het midden van 
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van AB, dan is 

EC is, dan is volgens N° 51 



ii 



D P = D C. 
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UitYoering: Beschröf om P en om een willekeurig punt R van 
AB met willekeurige doch gelflke stralen cirkelbogen, die elkander 
in M snijden. Yerieng RM en maak dan 

MQ = MR, 



dan zal QP de veriangde rechte z^jn. 
Bewijs: üit 

MP = MR = MQ 

kan men volgens N® 53 onmiddell^k be- 
sluiten, dat 

L Q P R = 90°.) 




Fig. 91. 



Werkstuk 16. Uit een gegeven punt P buiten een gegeven rechte 
A B een loodlijn op die lijn neer te laten. 

Analyse: Z\j PQ de gevraagde lopdiyn, die AB in R snydt. 
Neemt men dan twee stukken 



RC = RD, 

die overigens willekeurig z^n, dan ligt 
elk punt van P Q op gelyke afstanden 
van C en D; dus is ook 

PC = PD, 



P.. 



R 



D^ 
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zoodat de punten C en D gevonden 
kunnen worden, zonder dat R be- 
kend is. 

Uitvoering: Beschrflf om P met 
willekeurigen straal een cirkel, die AB in C en D snfldt. Bepaal nu 
een punt P', dat op gelflke afstanden van C en D ligt, dan is P P' de 
veriangde loodlfln. 

Bewtjs: Als btj W. 12. 
\ 53. Werkstuk 17. In een punt P van een cirkel een raaklijn aan 
dien cirkel te trekken. ) 

-Analyse: Trekt men den straal naar het punt P, dan is de raakiyn 
in P aan den cirkel volgens N° 84 loodrecht daarop. 

Uityoering: Vereenig het middelpunt M met P en richt in P op 
MP volgens W. 15 een loodiyn op. 

Werkstuk 18.^ Uit een punt P buiten een cirkel M een raaklijn 
aan dien cirkel te trekken/ \ 

Analyse : Ztj P Q de gevraagde raaklfln, R het raakpunt daarvan. 
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Trekt men MR en M P, dan is volgens N® 84 A M R P rechthoekig 

in het punt R. 

Vereenigt men vervolgens R met 
het midden O van MP, dan is RO 
volgens N® 51 gelyk aan MO. Het 
punt R ligt dus op den cirkel met 
de helft van MP als straal om O 
beschreven. 

Uitvoering : Vereenig het gegeven 
punt P met het middelpunt M. Deel 
deze rechte volgens W. 12 midden- 
door en beschrijf uit dat midden O met OM als straal een cirkel. 
Is R een snijpunt van dezen cirkel met den gegeven cirkel, dan is 
PR een raaklyn. 

Bewijs : Uit O R = O M = OP 

kan men volgens N® 53 onmiddellijk besluiten, dat 




Fig. 93. 



L M R P = 90°, 

zoodat dus RP volgens N*^ 85 een raaklyn aan den cirkel zjjn moet. 

Opmerking: Daar de afstand der middelpunten van de cirkels M 
en O, zoolang het punt P buiten den cirkel ligt, kleiner is dan de 
som der stralen en grooter dan hun verschil, zoo hebben die cirkels 
volgens N® 89 steeds twee punten gemeen. 

Hieruit volgt dan, dat men uit een punt buiten een cirkel steeds 
twee raaklijnen aan dien cirkel trekken kan. 

Deze raakltjnen hebben de volgende eigenschap: 

Eigenschap \96.\ Z>e twee raaklijnen, uit één punt aan een cirkel 
getrokken, zijn gelijk. 

Gegeven : P Q en PR raken den 
jO cirkel M in Q en R. 

Te bewijzen: PQ = PR. 

Bewigs : Trekt men de beide stralen 
naar de raakpunten en bovendien do 
rechte MP, dan is 

AMPQ^AMPR, 

want 




Fig. 94. 



MQ = MR, MP = MP en L MQ P= L MRP = 90°; 



dus is 



P Q = P R. 



lil. 
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Fig. 95. 



54. Werkstuk 19. Een gegeven hoek middendoor te deelen. 

Analyse : Zy B A O de gegeven hoek en A X de gezochte deell^n 
Neemt men nu op A B en A C twee 
gelflke stukken AP en AQ, die 
overigens willekeurige lengte hebben, 
en vereenigt men F met Q, dan is 
A A P Q gelykbeenig en A X deelt 
den tophoek van dien driehoek mid- 
dendoor. Volgens N*^ 55 zal A X dan 
P Q loodrecht middendoor deelen, zoo- 
dat elk punt van A X, zooals D, even- 
ver van P als van Q verwijderd is. 
. UitYoering: Beschrijf om A met willekeurigen straal een cirkel- 
boog, die A B en A G in P en Q snfldt. Beschrijf om P en Q met 
willekeurige doch gelijke stralen cirkelbogen, die elkander in D sneden, 
dan is AD de gezochte deellQn. 

Bewigs : AAPD^AAQD 

volgens N® 45. Dus is 

LPAD = LQAD. 

"Werkstukj 20. Een cirkel te beschrijven^ die twee gegeven snijdende 
rechten raakt}\ 

Analyse: Ztjn AB en AC de gegeven rechten en I de gevraagde 
cirkel. Vereenigt men het middelpunt 
I met de beide raakpunten R en S, 
dan is volgens N® 84 

IRJ_AB en ISJ_AC, 

dus ligt het punt I op gelijke af- 
standen van AB en AC. Volgens 
N® 72 zal I derhalve moeten liggen op 
de rechte, die een der hoeken tus- 
schen de gegeven rechten halveert. 

Constructie: Deel volgens W. 19 
een der hoeken tusschen de gegeven 
rechten middendoor en kies een willekeurig punt I van die doellijn 
als middelpunt van een cirkel. Laat uit I volgens W. 16 een loodljjn 
op AB neer, die AB in K snijdt; dan zal de cirkel, om I als middel- 
punt met IR als straal beschreven, aan de vraag voldoen. 

Opmerkingen : Door voor I andere punten van de deell^n te kiezen 
kan men oneindig vele cirkels construeeren, die de twee gegeven 
rechten raken. 

Zooals reeds in § 21 is opgemerkt, vormen twee rechten, die beide 
ter weerszoden oneindig ver verlengd gedacht worden, vier hoeken, die 

I. 6 
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Fig. 97. 



door twee rechten gehalveerd worden. Elk punt van één dezer twee deel- 

lynen kan als middelpunt van een 
cirkel aangenomen worden, die de 
beide gegeven rechten raakt. Dus 
bestaat de meetkundige plaats der 
middelpunten van de cirkels, die 
twee gegeven rechten raken, uit de 
beide deell^jnen van de hoeken 
tusschen diejweêjrechten. 

Werkstuk 21. Eem cirkel te 
beschrijven^ die drie gegeven rechten 
raakt. 

Analyse. Noemt men A, B en 
C de snijpunten dier rechten en I 
het middelpunt van den gevraagden cirkel, dan moet I liggen op de 
deellyn van een der hoeken tusschen A B en A C, omdat de gevraagde 
cirkel deze beide rechten moet raken, en evenzoo moet I liggen op de 
deeliyn van een der hoeken tusschen BC en BA. Het punt I moet 
dus het snypunt van twee zoodanige deellynen ztjn. 
Uitvoering: Deel volgens W. 19 elk der hoeken BAC en BCA 

middendoor. Laat uit het 
snypunt I van die deeliynen 
volgens W. 16 een loodl\)n 
I K op een der gegeven rech- 
ten, b. V. op A C, neer en 
beschryf nu om I een cirkel 
met IK als straal. 

Bewys: Volgens de con- 
structie en N® 70 ligt I op 
geljjke afstanden van de drie 
rechten A B, BC en CA. 

Opmerkingen: Daar in 
elk snypunt van de drie ge- 
geven rechten vier hoeken uitkomen, zal men' in het geheel zes deel- 
Iflnen van die hoeken verkregen. Ten einde nu te vinden, hoevele cirkels 
drie gegeven rechten raken, heeft men na te gaan, hoevele snijpunten die 
zes deeliynen opleveren. Hiertoe bewflzen wy de volgende eigenschappen : 
Eigenschap 97. De drie rechten, die de hoeken van een driehoek 
halveeren, gaan door één punt. 

Eigenschap 97*. De rechten, die één hoek van een driehoek en de 
buitenhoeken der beide 'andere hoeken halveeren, gaan door één jnint. 

Daar beide eigenschappen op volkomen dezelfde wyze bewezen 
worden, laten wtj hier slechts het bewtjs van de eerste volgen. 




Fig. 98. 
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Gegeven: LBAD = LDAC, 

LCBE=LEBA, 

LACF=LFCB. 

Te bewijzen : A D, 6 E en C F gaan 
door één punt. 

Bewijs: Twee der rechten AD, 
BE en CF, b. v. A D en B E, snflden 
elkander in een punt I. Omdat I ligt op 
de rechte A D, die L B A C halveert, is 

de afstand van I tot A B = den afstand van I tot A C . . (1) 
en omdat I Hgt op BE, is evenzoo 
de afstand van I tot B A = den afstand van I tot B C . . (2) 
Uit (1) en (2) volgt 

de afstand van I tot A C = den afstand van I tot B C. 

en dan moet I volgens N® 72 liggen op de rechte, die een hoek tus- 
schen A C en B O halveert, d. i. I moet op C F liggen. 
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Ten gevolge van de eigenschappen 97 en 97' zullen nu de zes 
rechten, die alle hoeken tusschen de drie gegeven rechten middendoor 
deelen, zooals fig. 100 aantoont, slechts vier snijpunten in het geheel 
opleveren, nameltJk de punten M, M„ Mj en M,. Er ztJn dus ook vier 
cirkels, die drie gegeven rechten raken. 

De cirkel M, die de drie ztjden van AABC raakt, heet de inge- 
schreven cirkel van den driehoek. 

Elk der overige cirkels, die één der zijden van A A B C en de ver- 
lengden der beide andere zijden raken, heet een aangeschreven 
cirkel van den driehoek. 



Vraaffstnkken. 

102. Een driehoek te construeeren, als twee zijden en de zwaartelijn, 
naar een dezer zijden getrokken, gegeven zijn. 

103. Een gelijkbeenigen driehoek te construeeren, als één been en 
de tophoek gegeven zijn. 

104. Een gelijkbeenigen driehoek te construeeren, als de basis en 
een aanliggende hoek gegeven zijn. 

105. Een rechthoekigen driehoek te construeeren, als één recht- 
hoekszijde en de hypothenusa gegeven zijn. 

106. Een driehoek te beschrijven, als twee zijden en de hoogtelijn 
op de derde zijde gegeven zijn. 

107. Een gelijkbeenigen driehoek te construeeren, als de basis en 
de hoogtelijn op de basis gegeven ziJn. 

108. Een gelijkbeenigen driehoek te construeeren, als de basis en 
de tophoek gegeven zijn. 

109. Een gelijkbeenigen driehoek te construeeren, als de basis en 
de hoogtelijn op een der beenen gegeven zijn. 

110. Een gelijkzijdigen driehoek te construeeren, als de hoogte ge- 
geven is. 

111. In een gegeven rechte een punt te bepalen, dat op gelijke 
afstanden van de uiteinden van een gegeven rechte ligt. 

112. In een gegeven rechte een punt te bepalen, dat op gelijke af- 
standen van de beenen van een gegeven hoek verwijderd is. 

113. Een cirkel te construeeren, die door twee gegeven punten gaat 
en wiens middelpunt op een gegeven rechte ligt. 

114. Een cirkel teJbpnstrueeren, die twee gegeven rechten raakt 
en wiens middelpunt ™*een gegeven rechte ligt. 

115. Een cirkel te beschrijven, die een gegeven straal heeft en die 
een gegeven cirkel in een gegeven punt raakt. 
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116. Met een gegeven straal een cirkel te beschreven, die twee 
gegeven cirkels raakt. 

117. Een cirkel te beschreven, die door een gegeven punt gaat en 
een gegeven cirkel in een gegeven punt raakt. 

118. Een cirkel te beschrijven, die een gegeven straal heeft, door 
een gegeven punt gaat en een gegeven cirkel raakt. 

119. Een hoek van 30° en een van 45° te construeeren. 

120. Een raaklfln aan een cirkel te construeeren, die loodrecht op 
een gegeven rechte staat. 

121. Een raakljyn aan een cirkel te construeeren, die evenw^dig 
loopt met een gegeven rechte. 

122. Een cirkel te beschreven, die een gegeven straal heeft en een 
gegeven rechte in een gegeven punt raakt. 

123. Een cirkel te beschrijven, als het middelpunt gegeven is 
en de lengte der koorde, die de cirkel van een gegeven rechte 
afsnfldt. 

124. Een rechte te construeeren, die door een gegeven punt gaat en 
een gegeven afstand tot een ander gegeven punt heeft. 

125. Door een gegeven punt binnen of buiten een gegeven cirkel 
een rechte te trekken, waarvan de cirkel een koorde van gegeven 
lengte afsn^dt. 

126. Door een gegeven punt binnen of buiten een gegeven cirkel 
een rechte te trekken, zóó dat de koorde, die de cirkel daarvan afsn^dt, 
door een gegeven koorde middendoor gedeeld wordt. 

127. In een cirkel een koorde te trekken, die evenwfldig loopt met 
een gegeven rechte en door een gegeven koorde van den cirkel mid- 
dendoor gedeeld wordt. 

128. In een gegeven cirkel een koorde te trekken, die evenwödig 
loopt met een gegeven rechte en door een tweeden gegeven cirkel 
gehalveerd wordt. 

129. Een geiekbeenigen driehoek te construeeren, als gegeven z^n 
de basis en de straal van den omgeschreven cirkel. 

130. Bewijs, dat bfl een gelökbeenigen driehoek de ingeschreven 
cirkel de basis in het midden raakt. 

131. Een geiekbeenigen driehoek te construeeren, als gegeven zQn 
de basis en de straal van den ingeschreven cirkel. 

132. In een gegeven rechte A B een punt te bepalen, zoodanig, dat 
de rechten, die dit punt met twee buiten A B gelegen punten veree- 
nigen, een rechten hoek vormen. 

133. In een gegeven rechte A B een punt P te bepalen, zoodanig, 
dat de som der rechten, die P met twee aan dezelfde z^de van A B 
gelegen punten verbinden, zoo klein mogelflk zfl. 

134. In een driehoek A B C een rechte evenwödig aan A B te trekken. 
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die even lang is, als het stuk, dat zQ van 6 C afsn^dt en dat aan 
A6 grenst. 

135. In een driehoek ABC een rechte evenwijdig aan AB te 
trekken, die A C in D en B O in E sntjdt, zoodanig dat D E gel^k is 
aan het verschil van AD en BE. 

136. In een gegeven rechte AB een punt P te bepalen, zoo- 
danig, dat de lijnen, die F met twee aan dezelfde z^jde van AB 
gegevene punten D en E vereenigen, geltjke hoeken met AB 
vormen. 

137. Een driehoek te construeeren, als gegeven zjQn de basis, 
een der hoeken aan de basis en de som der opstaande zjyden. 

138. Een driehoek te construeeren, als gegeven zfln de basis, 
een der hoeken aan de basis en het verschil der opstaande 
zyden. 

139. Een driehoek te beschreven, als gegeven ztjn de basis, de 
tophoek en de som der opstaande zieden. 

140. Een driehoek te beschreven, als gegeven z^jn de basis, de 
tophoek en het verschil der opstaande z^den. 

141. Een driehoek te beschreven, als gegeven zQn de basis, 
een aanliggende hoek en het verschil der beide andere hoeken. 

142. Een driehoek te construeeren, als gegeven zyn de basis, de 
tophoek en het verschil der beide andere hoeken. 

143. Een driehoek te beschreven, als gegeven zen een zede, 
de hoogteien op de tweede zede en het verschil der hoeken aan 
deze zede. 

144. Een driehoek te beschreven, als de omtrek en twee hoeken 
gegeven zen. 
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HOOFDSTUK XI. 



DE VEELHOEKEN. 

55. Wanneer men een willekeurig aantal punten in een vlak aan- 
neemt, waarvan er geen drie op een rechte liggen en deze op wille- 
keurige wyze van de nummers 1, 2, 3... voorziet; wanneer men 
daarna het eerste punt met het tweede, het tweede met het derde, 
enz. ; eindeiyk het laatste punt met het eerste, door rechte Iflnen ver- 
eenigt, noemt men de figuur, die gevormd is, een veelhoek. 

De aangenomen punten heeten hoekpunten van den veelhoek. 

De vereenigingsiynen, die niet in de hoekpunten verlengd gedacht 
worden, heeten de zflden van den veelhoek. 

Het aantal zijden is geiyk aan het aantal hoekpunten. Naar het 
aantal van deze laatste worden de veelhoeken verdeeld in vierhoeken, 
vyfhoeken, zeshoeken, enz. 

Een veelhoek wordt gewoonlflk aangeduid door de letters, in dezelfde 
orde als de zooeven genoemde nummers by de hoekpunten geplaatst. 

Door bfl de gegeven hoekpunten de nummers in verschillende volg- 




Fig. 101. 



Digitized by 



Google 



88 

en derde van fig. 101, laten wfl in het vervolg buiten beschouwing. 
Men kan verder echter nog de beide gevallen onderscheiden, dat 
elke zyde van den veelhoek na verlenging ter weerszoden geen enkele 
andere zyde van den veelhoek dan de beide aansluitenden snydt, of 
dat er een z^de te vinden is, die na verlenging nog een andere dan 
de beide aansluitende zQden snQdt. In het eerste geval (fig. 102a) 
noemt men den veelhoek convex, in het tweede concaaf (fig. 1026). 




Fig. 102a. Fig. 102*. 

Bt] een convexen veelhoek verstaat men onder de hoeken van 
den veelhoek de uitspringende hoeken, door elk paar opeenvol- 
gende zflden gevormd. 

Hetzelfde geldt hij een concaven veelhoek voor die hoekpunten, waar 
de beide daarin uitkomende zjjden na verlenging geen andere zijden van 
den veelhoek dan de aansluitende snflden, b. v. in fig. 102& voor het hoek- 
punt B. Voor de overige hoekpunten worden dan dikwijls de hoeken 
zoo gekozen, dat, als men den veelhoek van een hoekpunt uit onafge- 
broken doorloopt, alle hoeken by die beweging aan een zelfde z^jde gelegen 
zön. B. V. in fig. 102& denken wi) de beweging, bt) B begonnen, vol- 
gens C, D, A naar B terug. De hoek in B ligt aan de rechterhand, 
dus moet men in elk hoekpunt den rechts gelegen hoek nemen. De 
vierhoek A B O D heeft dus in D een uitspringenden hoek. 

Het aantal hoeken van een veelhoek stemt met dat der hoekpunten 
overeen. 

56. Een diagonaal is een rechte, die twee niet opeenvolgende hoek- 
punten van den veelhoek verbindt. 

Eigenschap 98. Uit één hoekpunt kan men in een n-hoek n — 3 
diagoTuden trekken, 

Bewijjs: Uit een willekeurig hoekpunt kan men niet een diagonaal 
trekken naar het hoekpunt zelf en naar de twee andere hoekpunten, 
die er mede door middel van zyden verbonden zyn. Er z^n dus drie 
diagonalen minder dan het aantal hoekpunten. 

ISigenschap 99. Uit alle hoekpunten kan men in een n-hoek 
\n(n — 5) diagonalen trekken. 
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Bewijs ; Denken wy een veelhoek A B C D E . . . en daarin de diago- 
nalen getrokken uit A naar O, D, E . . ., uit B naar D, E . . ., uit O naar 
A, D, E . . . enz., dan biykt onmiddellijk, dat elke diagonaal, b. v, A O, 
twee malen voorkomt, namelijk eenmaal als van A naar C g;etrokken 
en de tweede maal van C naar A. 

Volgens N® 98 kunnen uit één hoekpunt n — 3 diagonalen getrokken 
worden; dus zou men uit w-hoekpunten van den veelhoek n(n — 3) 
kunnen trekken. Maar volgens het voorgaande is dan elk dier diago- 
nalen twee malen getrokken; derhalve bedraagt het aantal onderling 
verschillende diagonalen ^n(n — 3). 

Eigenschap 100. De diagonalen, uit één hoekpunt getrokken, vormen 
met de zijden van een n-hoek n — 2 driehoeken, 

Bewijjs : Beschouwen wy nameiyk den convexen veelhoek A B O D E F 





Fig. 103«. 



Fig. 103* 



(fig. 103a) met de diagonalen, uit het punt A getrokken, waardoor de 
driehoeken ABC, ACD, ADE... ontstaan ztJn. 

Elke driehoek wordt dan ingesloten door één zyde van den n-hoek 
en twee diagonalen, behalve de beide uiterste driehoeken ABC en 
AEF (Fig. 103a), die elk twee zijden en één diagonaal bevatten. Er 
ztjn dus twee driehoeken minder dan het aantal zitJden. 

Opmerking: De eigenschap geldt ook voor een concaven veelhoek 
(Fig. 1036). 

Eigenschap 101. De som der hoeken van een n-hoek is n — 2 ge- 
strekte hoeken. 

Voor een convexen w-hoek volgt dit onmiddellijk uit de vorige 
eigenschap, want de som der hoeken van de driehoeken, waarin de 
n-hoek dQor de diagonalen uit één hoekpunt verdeeld wordt, is geltJk 
aan de som der hoeken van den w-hoek. 

. Om dezelfde eigenschap voor een concaven n-hoek te bewyzen, ver- 
dient het de voorkeur eerst de navolgende stelling aan te toonen. 
Volledigheidshalve is het bewfls erbii gevoegd voor de beide sooi-ten 
van veelhoeken. 
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Eigenschap 102. De som der buitenhoeken van een n-hoek is twee 
gestrekte hoeken, 

Bew^s: Denkt men de beide veelhoeken van fig. 104a en 105a in 




e.-" 



./i? 



Fig. 10é«. 




een bepaalde onveranderlijke volgorde doorloopen, b. v. ABCDEAen 
A' B' C' D' E' A' en verlengt men nu alle zijden in de richting, waarin 
z^j doorloopen worden. Kiest men dan ergens in het vlak een punt P 
(fig. 104J) en trekt men daaruit rechten P Q, PR..., die evenwijdig 



'\ 




Fig. 105a. 



Fig. 105^ 



aan A B, BC... ztjn in dezelfde richting, waarin deze zflden door- 
loopen gedacht worden. Dan zfln volgens N° 19 de hoeken QPR| 
R P S, enz. gelflk aan de buitenhoeken van den veelhoek A B C D E F, 
zoodat de som van deze laatste gelijk is aan die der hoeken om het 
punt P en dus twee gestrekte hoeken bedraagt. 
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By den concaven veelhoek trekke men uit een willekeurig punt P' 
evenzoo rechten P' Q', P' R' . . ., die evenwijdig aan A' B', B' C', 
C' D', . . . z\jn en dezelfde richting hebben als deze zQden. Dan z^n 
ook de hoeken Q'P'R', R'FS', S'FT', T'P'U' en U'P'Q' gelijk 
aan de buitenhoeken van den veelhoek. Maar de buitenhoek b' B' C' 
is in dit geval negatief, omdat L A'B'C' inspringend is; dus is de 
som der buitenhoeken, als men op het teeken let, gelijk aan 

|_ U' P' Q' — L Q' F R' -^ L R' F S' -f- L S' P' T' -f- L T' P' U' 
en deze vormen te zamen weder twee gestrekte hoeken. 

Na eigenschap 102 kan men nu N° 101 laten volgen en het bewfls 
wordt dan aldus gevoerd: 

Een hoek van een n-hoek, vermeerderd met diens buitenhoek, be- 
draagt een gestrekten hoek. Be n hoeken, elk met hun buitenhoek 
vermeerderd, leveren dus tot som n gestrekte hoeken. Maar de som 
der buitenhoeken is volgens N*^ 102 twee gestrekte, dus is de som der 
hoeken n — 2 gestrekte. 

Eigenschap 103. Een zijde van een veelhoek is kleiner dan de 
som der overige zijden. 

Te bewijzen: AF<AB4-BC + CD + DE-f-EF. 

Bewijs : Vereenigt men een der uiteinden, b. v. A, van A F met de 
overige hoekpunten, dan vindt men, door 
N'' 37 op elk der driehoeken AEF, 
A D E, A C D, ABC toe te passen, 

AF<AE + EF, 
AE<AD-f-I>E, 
AD< AC + CD, 
AC<AB-|-BC. 

Door optelling ontstaat hieruit 

AF-{-AE-f-AD + AC<AE-i-AD + AC + AB + 
BC4-CD-f-DE-f-EF. 

en door van beide leden AE-I-AD + AC af te trekken, vindt men 

het gestelde. 

57. Een veelhoek heet regelmatig, als alle z\jden en ook alle 

hoeken gelQk zQn. 

n — 2 

Een hoek van een regelmatigen w-hoek bedraagt gestrekte hoeken. 

n 

Van een regelmatigen vierhoek is dus elke hoek 90°, 

„ „ „ vflfhoek 108<^, 

„ „ „ zeshoek 120°, 

„ „ „ achthoek 135°, enz. 




Fig. 106. 
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Dat inderdaad regelmatige veelhoeken bestaan kunnen, kan men 

gemakkeiyk aldus inzien: Denkt men 
een willekeurig punt P in een plat 
vlak, waaruit in dat vlak rechten ge- 
trokken z\jn, die het vlak in eenige ge- 
Itjke deelen verdeelen, dan kan men 
op elk dier rechten een zelfde lengte 
afmeten, zoodat 

PQ = PE = PS = enz. 

Pig iQfj Verbindt men nu Q met R, R met 

S . . ., dan bewijst men gemakkelijk, dat 

de veelhoek Q R S gel^ke z\jden en gelQke hoeken heeft en dus 

regelmatig is. 
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GELIJK- EN GELIJKVORMIGHEID VAN VEELHOEEÜSN. 

58. Men noemt twee w-hoeken gelyk en geltjkvormig (congruent), 
als zij alle elementen — zijden en hoeken — gelijk hebben. 

Twee veelhoeken zQn gelijk en geiykvormig, als de eene den anderen 
volkomen bedekken kan. Dit volgt onmiddellijk uit de bepahng. 

Eigenschap 104. Twee n-hoeken zijn congruent^ als men deze 
samenstellen kan uit driehoeken^ die twee aan twee congruent zijn en 
op dezelfde wijze aan elkander sluiten. 

Bew^s: Is namelijk in 
fig. 108 gegeven, dat 

A A B C ^ A A' B' C', 
A A C D ^ A A' C' D', 
A A D F ^ A A' D' F', 
A AEF^ A D'E'F'. 

en dat deze op dezelfde 
wijze aan elkander sluiten, 
dan volgt uit het eerste 
paar driehoeken: 




Fig. 108. 



AB: 



(1) 



A' B', B C = B' C', L B = L B', 

L B C A == L B' C' A' 

Uit het tweede paar driehoeken volgt 
CD = C'D', 

L ACDzziL A'C'D'. 

Door de laatste vergelijking by (1) op te tellen, ontstaat 

L B C D = L B' C' D', 

Zoo voortgaande kan men aantoonen, dat alle elementen in de beide 
veelhoeken twee aan twee overeenstemmen. 



en b. V. 



en 
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Fig. 109. 



59. In § 29 zagen wfl, dat een driehoek door drie onafhankelijke 
gegevens in het algemeen bepaald is. 
Denkt men zich nu een n-hoek A B O D . . . door de diagonalen 

uit één hoekpunt in n — 2 drie- 
hoeken A B C, A C D, . . . verdeeld. 
Voor den eersten driehoek heeft 
men drie gegevens noodig, opdat 
deze bepaald zfl. Dan volgt daaruit 
echter de grootte van A C, zoodat 
men, om A A C D te bepalen, nog 
slechts twee nieuwe gegevens 
noodig heeft. Hetzelfde geldt van 
alle overige driehoeken. Daar er 
in het geheel n— 2 driehoeken z^jn, 
heeft men dus noodig 

voor den eersten driehoek 3 gegevens 

voor elk der overige n — 3 driehoeken 

twee gegevens, d. i 2 (n — 3) gegevens. 

Totaal zyn dus 2 n — 6 -1-3 = 2 n — 3 gegevens noodig. Vandaar de 
stelling 

Eigensohap 105. Een n-hoek is in het algemeen bepaald door 
{2n — 3) onafhankelijke gegevens. 

Daar de som der hoeken van een veelhoek n — 2 gestrekte hoeken 
bedraagt, zoo is door n — 1 hoeken de laatste volkomen bepaald; 
n hoeken van een n-hoek vormen dus slechts n — 1 onafhankeltjke 
gegevens. 

Hieruit besluit men nu tot de navolgende gevallen van congruentie 
voor twee w-hoeken: 

Twee veelhoeken ztjn congruent 

1^ als zy w— 1 hoeken en n — 2 zijden geiyk hebben; 
2®. als zU n — 2 hoeken en n — 1 zijden geltjk hebben; 
3®. als zy n — 3 hoeken en n zt)den gelflk hebben. 

Niet steeds echter zyn twee veelhoeken, die aan een dezer ver- ' 
eischten voldoen, congruent, evenals wy in N® 46 zagen, dat niet steeds, 
twee driehoeken, die twee zijden en een hoek over een dezer zijden 
gelijk hebben, gelijk- en gelijkvormig zullen ziJn. 

In elk geval echter geldt de eigenschap 

Eigenschap 106. Iwee veelhoeken zijn congruent, als zij alle zijden 
op één na (dus n — 1 zijden) en de daardoor ingesloten hoeken gelijk hebben. 

Gegeven: AB = A'B', BCzziB'C', CD = C'D', DE=:D'E'; 
LABC=LA'B'C', LBCD=:LB'C'D', L CDE = LC'D'E'. 
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Te bewjjzen : veelhoek A B C D E ^ veelhoek A' B' C' D' E'. 

Trekt men de diagonalen uit A en A', dan volgt uit de gegevens 
in verband met N® 42, dat f, /v 

A ABC^A'B'C'; 

dus is 

LBCA=LB'C'A'. 
Daar ook 

LBCD=LB'C'D', 
vindt men door aftrekking 




Pig. 110. 



Verder is 
dus volgens N® 42 
Evenzoo vindt men 



L A C D =: L A' C' D'. 

AC = A'C' en CD = C'D', 

A A C D ^ A A' C' D'. 



A A D E ^ A' D' E', 

en de veelhoeken zfln nu volgens N® 104 congruent. 

Op dergeiyke wflze behandelt men andere gevallen van geiyk- en 
gelijkvormigheid, waarby alleen op te merken is, dat het somtijds 
noodig ztjn kan, de veelhoeken uit congruente driehoeken niet door 
optelling maar door aftrekking te doen ontstaan. 



Vraagrstukkeu. 

"^140. Hoe groot is de som der hoeken van een achthoek? Hoe groot 
is elke hoek van een regelmatigen tienhoek, twaalf hoek, zestienhoek? 
\ J,4r?r Hoe groot is het aantal diagonalen, dat men in een tienhoek 
v^an trekken? 

.(A-=W8. In welken veelhoek kan men 54 diagonalen trekken. 
^t^jlfl^Or^Hoe groot z^jn de hoeken van een zeshoek, als ziy zich ver- 
houden als 2, 2, 3, 4, 5, 8? V/ 
^^4^. In welken veelhoek is de som der hoeken 1260 graden? -^ 
?^^J4Jrirr^ Bepaal de som van de complementen der hoeken van een w-hoek? 
^'^''^Wa^. BewtJs, dat de rechten, die twee opvolgende hoeken van een 
l^? vierhoek middendoor deelen, hoeken vormen, die geltJk zyn aan de 
1 helft van de som van die twee hoeken of van de twee andere hoeken 
van den vierhoek. 
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153^ Deelt men de buitenhoeken van een vierhoek middendoor, dan 
vormen de deeliynen een nieuwen vierhoek, waarin twee overstaande 
hoeken elkanders supplementen zQn. 
vv lö^iv Bewijs, dat de rechten, die twee overstaande hoeken van een 
vierhoek middendoor deelen, een hoek vormen, die gelflk is aan het 
halve verschil der beide andere hoeken van den vierhoek. 

rsïhv Verlengt ^^^ ^ö zijden van een vierhoek, tot elk paar over- 
f "^ staande snjjden een snflpunt oplevert, en deelt men de hoeken, die 
aan deze snijpunten gelegen zjjn middendoor, dan vormen deze deel- 
Ijjnen een hoek, die geiyk is aan de halve som van twee overstaande 
• >ijoeken van den vierhoek. 
^ r5€k^ Welke veelhoek wordt bepaald door 21 gegevens? En voor 
welken veelhoek is het aantal gegevens, dat tot z^Jn bepaling noodig 
is, 1^-maal het aantal ztjden? 
^ 1^7,-Bewös, dat twee vtJfhoeken congruent z^n, als zQ vier hoeken 
en drie opeenvolgende zjjden gelyk hebben, mits deze gegevens in 
beide veelhoeken op dezelfde wflze aan elkander sluiten. 
; 158* Bew\]s, dat twee vierhoeken congruent ztJn, als zö drie ztJden 
en de beide diagonalen geiyk hebben, mits deze gegevens in beide 
.vierhoeken op dezelfde wjjze aan elkander sluiten. 
^^"è6ö^ Bewijs, dat twee zeshoeken congruent zyn, als zy alle zijden 
en drie hoeken, waarvan er geen twee op elkander volgen, geiyk 
hebben, mits deze elementen in beide veelhoeken op dezelfde wijze aan 
elkander sluiten. 

' 16^ Zijn twee vierhoeken congruent, als zij drie hoeken en één 
paar overstaande zijden gelijk hebben? 
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Eigensohap UI. Als in een vierhoek van drie der hoeken elke twee 
opeenvolgende elkanders supplementen zijn, dan is die vierhoek een 
parallelogram, 

Gtegeven : L A H- L B = 180° 

L B 4- L C = 180°. 
Te bewtizen : AB||CD, 
A D II B C. 

-^ ^ Volgens N® 10 besluit men uit het eerste 

Fig. 111. gegeven, dat AD||BC is, en evenzoo uit 

het tweede gegeven, dat AB||CD is. 
Bigensohap 112. Als elke twee overstaande hoeken van een vierhoek 
gelijk zijn, is de vierhoek een parallelogram, 

Gtegeveninfiglll: LA=LC, LB=LD. 
Te bewtjaen: A B || O D, A D || B 0. 

Uit de beide gegevens volgt door optelling: 

LA-*-LB=LC-*-LD. 

Daar de som der hoeken van den vierhoek twee gestrekte hoeken 
bedraagt, zoo is dus elk der leden van de vorige vergelijking één ge- 
strekte hoek. Maar dan is volgens N^ 10 

AD II BC. 

Evenzoo volgt uit het gegevene door optelling 

LA+LD=LB+LC; 
dus is ook 

L A -h L D = 180°, 

en hieruit besluit men dan weder 

ABIJCD. 
Eigensoliap 113. Als elke twee overstaande zijden van een vierhoek 
gelijk zijn, dan is die vierhoek een parallelogram, 

£ ^ Gegeven: AB = CD, BC=:AD. 

Te bewijzen : A B || C D, B C || A D. 

Trekt men een der diagonalen b. v. A C, 
dan is 

AABC^AADC, 
Fig. 118. dus is 

LBCAi=LCAD, en LBAC=LACD. 

Maar dan is volgens N« 9 B C |1 A D en A B || C D. 

Eigenschap 114. Als de diagonalen van een vierhoek elkander mid- 
dendoor deelen, is die vierhoek een parallelogram. 

De eigenschap volgt onmiddellijk uit de congruentie der driehoeken 
BSO en ASD in fig. 112 (blz. 99). 
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62. Om te bewezen, dat een vierhoek een parallelogram is, heeft 
men volgens de bepaling aan te toonen, 
dat elke twee overstaande zflden even- 
wtldig zön. Volgens N'^ 111-114 is het 
echter ook voldoende aan te toonen, dat 
de hoeken, zijden of diagonalen van dien 
vierhoek de daar genoemde eigenschappen 
bezitten. \ 

Veelvuldig worden de eigenschappen 113 
en 114 toegepast om te bewijzen, dat een vierhoek een parallelogram 
is en meer algemeen om te bewflzen, dat twee rechten evenwijdig 
loopen. 

Eindelflk kan voor hetzelfde doel nog dienst doen: 

Eigenschap 115. Als twee zijden van een vierhoek gelijk en 
evenwijdig zijn, dan is die vierhoek een parallelogram, of dan zijn 
de beide andere zijden ook gelijk en evenwijdig. 

Het bewtjs wordt gemakkelijk geleverd met behulp van twee con- 
gruente driehoeken, die ontstaan, als men één diagonaal trekt. 

63. In een parallelogram staan de diagonalen in het algemeen niet 
loodrecht op elkander en de diagonalen deelen ook niet de hoeken 
middendoor. Er bestaan nameigk de volgende eigenschappen : 

Eigenschap 116. Als de diagonalen van een parallelogram lood- 
recht op elkander staan, dan zijn twee opeenvolgende zijden gelijk. 

Gegeven: BC||AD, AB||CD,ACJLBD. 
Te bewijzen : B C = C D. 

Volgens NMIO deelt AC de rechte BD 
middendoor en daar bovendien A C J_ B D is, 
zoo zal volgens N® 66 elk punt van A C, dus 
b. V. C, op gelijke afstanden van B en D liggen, Fig. iié. 

zoodat CB=:CD. 

Eigenschap 117. Als een diagonaal van een parallelogram een 
der hoeken halveert, dan zijn twee opeenvolgende zijden gelijk. 

Gegeveninfig. 113,blz. 98: BC||AD, AB||CD, L BAC=z LDAC. 

Te bewijzen: AB = BC. 

Daar LBCA=LCAD 

is volgens N'^ 17, en 

L?AC=LCAD 

is volgens het gegevene, zoo is 

LBCA=LBAC 
en dus 

ABzziBC. 
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Een parallelogram, waarvan twee opeenvolgende zQden geiyk z\in, 
wordt ruit genoemd. 

In een ruit zfln volgens N® 109 alle zflden gelitjk. 

Uit N« 113 volgt bovendien 

Eigensohap 118. Een vierhoek, waarvan aüe zijden gelijk zijn^ is 
een ruit. 

De volgende omgekeerden van N'^ 116 en 117 worden gemakkemk 
bewezen : 

Eigensohap 119. In een ruit staan de diagonalen loodrecht op 
elkander, 

Eigensohap 120. In een ruit deelen de diagonalen de hoeken 
middendoor, 

64. De diagonalen van een parallelogram zjjn in het algemeen 
ongeltJk. Men kan nameiyk bewezen: 

Eigenschap 121. Als de diagonalen van een parallelogram gelijk 
zijn, dan is een der hoeken van het parallelogram recht. 

Gegeven: AB|| CD, AD|| BC, AC = BD. 

Te bewtjaen : L B A D = 90°. 

De driehoeken ABC en ABD zQn con- 
gruent volgens N® 45; dus is 

Fig. 115. LBAD=:LCBA. 

Maar de som dezer hoeken is volgens N^ 107 een gestrekte hoek; 
elke hoek is dus recht. 

Een parallelogram, waarvan één hoek recht is — en dus alle hoeken 
recht z^n — wordt rechthoek genoemd. 

Eigensohap 122. In een rechthoek zijn de diagonalen gelijk. 

Men kan dit met behulp van de congruentie van hetzelfde tweetal 
driehoeken in fig. 115 bewijzen. 

Een rechthoek met geiyke z\jden wordt vierkant genoemd. Een 
vierkant is tevens een ruit met geltjke hoeken. 

65. Bjj deze eigenschappen sluit zich aan: 

Eigensohap 123. Alle punten van een van twee evenwijdigen hebhen 
gelijken afstand tot de andere. 

Het is voldoende dit voor twee willekeurig gekozen punten te bewijzen. 

Gegeven: AB||CD, 
"^ PQ_LCDenRSJ_CD. 

Te bewflaen P Q = K S. 

Volgens N'^S is PQ||KS; dus is PQSR 
^ een parallelogram en volgens N® 109 is 
dan P Q = R S. 
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De afstand van een willekeurig punt van een van twee evenwtJdigen 
tot de andere wordt de afstand der evenwtjdigen genoemd. 

Eigenschap 124. Als twee evemoijdigen A B en C D gegeven zijn 
en men Mest een punt P buiten die lijnen, dat met A B aan dezelfde 
zijde van CD ligt, dan zal de afstand van P tot CD niet gelijk 
zijn aan den afstand der evenwijdigen, * 

Gegeven: AB||CD, 

PQ_LCDenRS_LCD. 
Te bewijzen: PQ4:RS. 

De rechten PQ en ES zyn volgens 
N<* 8 evenwijdig en dus moet P Q of haar 
verlengde volgens N® 12 A B sntjden. 

Ztj T dit snflpunt, dan is volgens N^* 123 




maar 

dni? 



TQ = RS, 
PQ + TQ, 



Fig. 117. 



ounten, die op den- 
zot in twee rechten, 
afstand evenmjdig 

lig zfln, wordt de 

ande of schuine 

s genoemd. 

.ande zijde van een 

algemeen ongelijk. 

tpezium gelijk zijn, 

BIIDC, AC=BD. 

AD = BC. 

tot het gestelde te 
1 wtj trachten aan 

^ A A B C. 
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Van deze driehoeken is bekend, dat 

AC = BD en AB = AB; 

men moet dus nog weten, dat zij een paar hoeken gelJtjk hebben. 

Trek daartoe door het hoekpunt C een rechte 1 1 D B, die het Ter- 
lengde van A B in F snijdt, (Jan is D B F C een parallelogram, dus is 
Tolgens N** 109 

F C = B D. 
Maar er is gegeven 

AC = BD; 
dus is 

AO = CF, 
en hieruit volgt 

LCAF=LCFA. 
Omdat BD||FC is, zal 

LDBA=LCFA 
zyn, dus is ook 

LDBAz= LCAB. 

Dan z^n evenwel de driehoeken AOB en ADB congruent volgens 
N*» 42. Dus is AD = BC. ' 

Een diagonaal van een trapezium kan somtgds één der hoeken 
middendoor deelen. Alle hoeken echter kunnen niet door de diagonalen 
gehalveerd worden, zonder dat het trapezium in een ruit overgaat. 

Een trapezium, waarvan de twee opstaande z\jden gelijk z\jn, 
wordt gelijkbeenig trapezium genoemd. De geljjke zjtjden heeten 
de been en. 

Eigenschap 128. In een gelijkheenig trapezium zijn twee hoeken, 
die aan een der twee evenmjdige zijden liggen, gelijk. 



I 



Gegeven: AB||DC, AD = BC. 
Te bewezen : L A = L B. 

Trekt men uit D een rechte ||CB, die 
A B in E snjjdt, dan is C B E D een paral- 
lelogram. Dus is 

BC = ED, 
en daar gegeven is 

AD = BC, 
zoo is ook 

AD=:ED. 
Maar dan is 

LAED=LDAE, 

en, omdat DE||CB is, zal oók 

L AED=LABC 
zjjn, dus is 

LDAB=LCBA. 



V 



Fig. 119. 
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Eigenschap 129. Als twee hoeken^ aan een der evenwijdige zijden 
van een trapezium gelegen, gelijk zijn, dan is het trapezium gelijkheenig. 

Het bewtjs wordt op dezelfde wflze als bfl N** 128 met behulp van 
fig. 119 geleverd. 

Eigenschap 180. In een gelijkbeenig trapezium zijn de diago- 
nalen gelijk, 

^/^^- ^C 

OegeTen: BC||AD, AB=CD. 




Te bewijaen : A C = 6 D. 

A" 

De eigenschap volgt onmiddellijk uit de p^ ^^20. 

congruentie der driehoeken A D C en A D 6. 

Een trapezium heet rechthoekig, als een der opstaande zQden 
loodrecht staat op de evenwjjdige zQden. 



Vraagstakkeau 

161. Als men op de z^den AB, BC, CD, DA van een parallelo- 
gram punten E, 'F, G, H aanneemt, zóó dat A E =z C G en B F = D H, 
dan zal de vierhoek E F G H een parallelogram zjjn. 

1Q3. Neemt men op de ztJden AB, BC, CD, DA van een ruit de 
punten E, F, G, H aan, zóó dat A E = A H en C F = C G, dan zal de 
vierhoek EFGH een rechthoek zfln. 

163. Als de afstanden der twee paren evenwijdige zflden van een 
parallelogram gelQk z^jn, dan is dat parallelogram een ruit. 

164. Vereenigt men een hoekpunt van een parallelogram met de 
middens van de twee niet in dat hoekpunt samenkomende zQden en 
handelt men eveneens met het overstaande hoekpunt, dan vormen de 
vereenigingsignen een nieuw parallelogram. 

—^165. Vereenigt men de middens van twee overstaande zflden van 
eén parallelogram met de vier hoekpunten, dan ontstaat een nieuw 
parallelogram, ^waarvan de diagonalen evenwijdig zQn aan de zijden 
Van het gegeven parallelogram. Een dezer diagonalen is geljjk aan een 
zyde van het gegeven parallelogram en de andere is geiyk aan de 
helft van de andere ztjde. 
^^166, Wanneer is het in het vorige vraagstuk ontstane parallelogram 
een ruit, een rechthoek, een vierkant? 

167. Als men de middens der opstaande zQden van een driehoek 
vereenigt, dan loopt die l^jn evenwv|dig met de basis en is gelQk aan 
de helft van de basis. 

168. Trekt men door het midden van een zjjde van een driehoek 
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een rechte eyenwQdig aan een tweede z^de, dan deelt deze rechte de 
derde zijde middendoor. 

169. De^ middens der zjjden van een willekeurigen vierhoek ztjn de 
hoekpunten van een parallelogram. 

170. Wanneer is het parallelogram, dat in het vorige vraagstuk 
ontstaan is, een ruit, een rechthoek, een vierkant? 

171. De rechten, die de hoeken van een parallelogram middendoor 
deelen, vormen een rechthoek. De diagonalen van dezen rechthoek 
zijn evenwijdig met de zijden van het parallelogram en gel\]k aan het 
verschil van twee opvolgende zyden van het parallelogram. 

172. In een gelflkbeenig trapezium verdeelen de diagonalen elkander 
in stukken, die twee aan twee geiyk ztjn. 

173. Vorm, noem en bewijs de omgekeerden dezer stelling. 

174. Vereenigt men de middens der opstaande zijden van een tra- 
pezium, dan loopt deze vereenigingslyn evenwijdig met de evenwijdige 
zijden en is gelijk aan de halve som dier zQden. 

175. Trekt men uit het midden eener opstaande z^Jde van een 
trapezium een rechte, die evenwijdig is met de evenwijdige z\Jden, 
dan deelt deze de tweede opstaande zjjde middendoor. 

176. Wat is de meetkundige plaats van de middelpunten der cirkels, 
die een gegeven straal hebben en een gegeven rechte raken. 

•) 1*W. Een parallelogram te construeeren, als gegeven ztjn een zyde 
en de beide diagonalen. 

1(^. Een rechthoek te construeeren, als een der zijden en een 
diagonaal gegeven zyn. 

ittf^^Een parallelogram te construeeren, als twee opeenvolgende 
zjjden en de afstand van twee evenwijdige zflden gegeven zyn. 

166. Construeer een trapezium, als de vier zjjden gegeven zyn. 

18^. Construeer een trapezium, als de evenwijdige z\jden en de 
twee hoeken aan één dezer zijden gegeven z^jn. 

18^ Een geigkbeenig trapezium te construeeren, a]s de basis, een 
der beenen en de hoogte gegeven zfln. 

18fl Een cirkel te construeeren, die een gegeven straal heeft, door 
een gegeven punt gaat en een gegeven rechte raakt. 

lB^/\en cirkel te construeeren, die een gegeven straal heeft, en 
een gegeven rechte en een gegeven cirkel raakt. 

leë^Door een punt, dat niet in een van twee gegeven evenwy- 
digen gelegen is, een rechte te trekken, waarvan de evenwtjdigen een 
stuk van gegeven lengte afsnijden. 

XSfi/Door een punt, tusschen twee evenwtjdigen gelegen, een rechte 
te trekken, zóó dat het verschil der stukken van deze rechte een 
gegeven lengte heeft. 

IW- Door een punt P, buiten het door twee evenwfldigen begrensde 
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deel van het platte vlak gelegen, een rechte te trekken, die de even- 
wfldlgen in A en B snydt, zóó dat P A -h P B geiyk is aan een ge- 
geven rechte. 



/ 



<i^ 



[erhaliug. 



188, De rechten, die de middelpunten der overstaande z\jden van 

een vierhoek vereenigen, deelen elkander en bovendien ook de rechte, 

die de middelpunten der diagonalen vereenigt, middendoor. 

g ƒ 18^ Een vierhoek te construeeren, als de vier zflden gegeven zfln, 

benevens een der rechten, die de. middelpunten van twee overstaande 

zflden verbinden. ^ 

^^ 1^0; De meetkundige plaats der punten, waarvoor de som of het 

verschil der afstanden tot twee gegeven rechten geiyk is aan een 

gegeven l\jn, bestaat uit twee paren evenwijdige rechten, die een 

rechthoek insluiten, welker hoekpunten op de gegeven rechten liggen. 

19% Door een gegeven punt een l^Jn te trekken, waarvan door twee 

gegeven paren evenwijdige lijnen gelijke stukken worden afgesneden. 

190? De stukken, die door de twee paren overstaande zyden van 

een vierkant van twee onderling loodrechte lynen afgesneden worden, 

zyn geltjk. 

19flf Een vierkant te construeeren, welks zQden (of haar verlengden) 

door vier gegeven punten gaan. 

2^^ ^Q X* Neemt men op twee der zflden AB, BC van een geltjkzfl- 

digen driehoek gelijke stukken AD en BE, dan vormen de rechten 

CD en A E een hoek van 60^. 

QQ f 4-90: Construeer een trapezium, als de evenwijdige zijden en de 

diagonalen gegeven z\jn. 
ZöX "*^^ Een vierhoek te beschrijven, als gegeven zfln drie zflden en de 

hoeken, aan de onbekende zfjde gelegen. 
Z nj ' 1 9 7." Door een hoekpunt A van . een parallelogram A B C D trekt 
men een willekeurige rechte A P. Te "bewijzen, dat de afstand van O 
tot AP geiyk is aan de som of het velschil der afstanden van B en 
D tot A P, naarmate deze rechte buiten het parallelogram ligt of niet. 
^ ^ ^/ 198. TJit een hoekpunt A van een driehoek ABC een rechte te 
trekken, zoodat de som of het verschil van de loodltjnen, uit B en C 
op dfe rechte neergelaten, een gegeven lengte heeft. 
. r -*9^. Tusschen de beenen van een gegeven hoek een rechte te 
trekken, die een gegeven lengte heeft en evenwijdig aan een gegeven 
rechte is. 
^ ^^^ -awr Een hoek en een punt P, tusschen de beenen van dien hoek 
^ gelegen, zfln gegeven. Door P een rechte te trekken, zóó dat het stuk, 
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dat daarvan door de beenen van den hoek afgesneden wordt, in P 
middendoor gedeeld wordt. 

20^ Om de drie hoekpunten van een driehoek als middelpunten 
cirkels te beschrijven, die elkander twee aan twee raken. 

20^ Door twee gegeven punten twee evenw^idigen te trekken, die 
yan een gegeven rechte een stuk van gegeven lengte afsneden. 

2C|tf. De rechte, die de middelpunten M en N van twee gegeven 
cirkels, die geen punt gemeen hebben, vereenigt, snfldt niet verlengd 
de cirkels in A en B, terwfll C en D de snflpuaten ztjn van de ver- 
lengden van M N met elk der cirkels. Te bew\jzen, dat elke rechte, 
die een willekeurig punt van den eenen cirkel met een willekeurig 
puntyan den anderen verbindt, grooter is dan A B en kleiner dan O D. 
. 24?: Door een gegeven punt, binnen of buiten een gegeven hoek 
gelegen, een rechte te trekken, die gel^ke stukken van de beenen van 
den hoek afsnijdt. 

2w/'Construeer een vierkant, als de som of het verschil van een 
diagonaal en een z\]de gegeven zQn. 

2^^Tlonstrueer een gelflkbeenigen driehoek, als zjjn top en de 
lengte van z^jn basis gegeven zQn, terwjjl de uiteinden der basis op 
twee gegeven evenwödigen liggen moeten. 

aofr Bewtjs, dat de rechte, die de middens der evenwijdige zyden 
van een geiykbeenig trapezium verbindt, loodrecht staat op die zijden. 
/ y 2^& Bewfls, dat van alle koorden, die men door een punt P binnen 
een cirkel daarin trekken kan, die koorde de kleinste is, welke in dat 
punt P middendoor gedeeld wordt. 
I S 2dÖT Construeer een cirkel, die twee gegeven rechten raakt, terwfll 
het middelpunt op een gegeven afstand van een derde gegeven rechte 
liggen moet. 

2l(r Op het been A B van een hoek B A C is eèn punt P gegeven. 
Gevraagd op hetzelfde been een punt te bepalen, dat van het punt P 
en van het been AC göljjke afstanden heeft. 

2 ff, In een gegeven cirkel een trapezium te beschrijven, als ge- 
geven zijn de hoogte, en het verschil der evenwijdige zijden. 

21^ Van een ruit ztJn gegeven een ztJde en de som der diagonalen. 
Gevraagd de constructie. 

2 IA. Gegeven een cirkel en twee punten A en B. Gevi-aagd door 
A en B twee evenwödigen te trekken, waarvan de cirkel geltjke 
koorden afsnijdt. 
t d 2t*r Wat is de meetkundige plaats der punten, van waaruit men 
geljjke raaklijnen aan één cirkel trekken kan? 

24^ Door een der snflpunten van twee gegeven cirkels een snflUjn 
trekken, waarvan de cirkels gelijke koorden afsneden. 
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HOOFDSTUK XIV. 



EVENREDIGHEID VAN RECHTEN. 

67. In § 6 is verklaard, wat men onder het meten van een rechte 
met een andere verstaat. Op dezelfde wQze heeft men met behulp 
van § 12 te verklaren, wat het meten van een hoek door middel van 
een anderen hoek beteekent. 

Om tot de uitkomst der meting van een willekeurig gegeven groot- 
heid A met een andere willekeurig gegeven gelijksoortige grootheid 
B te geraken, kan men den volgenden weg inslaan: 

Men trekt de kleinste dier beide grootheden, b. v. B, zoo dikw^ls 
van de andere A af, als mogelijk is ; stel dit kan driemaal plaats hebben 
en er blijft een stuk C van A over. Trek dan C zoo dikwflls mogeljjk 
van B af, hetgeen twee malen gaan moge, terw\]] een stuk D van B 
overbltjft. Handel nu op dezelfde wflze met C en D, als in den beginne 
met A en B, enz. Dan zullen zich twee gevallen kunnen voordoen: 

1®. Men geraakt eindelijk tot een grootheid, die van de vorige een 
geheel aantal malen kan worden afgetrokken. In dit geval noemt men 
de oorspronkelijke grootheden A en B onderling meetbaar. Stel 
b. V. dat D viermaal van O kan worden afgetrokken, zonder dat een 
rest overblflffc. Dan verkrygt men volgens de uitgelegde handelwijze 
de vergelijkingen * 

A = 3B-»-C, 

B = 2C-*-D, 

C=:4D. 
Hieruit besluit men dan 

B = 9 D en A = 31 D, 

of volgens hetgeen in § 6 uitgelegd is 

D = ^B en dus A= V^- 

De uitkomst der meting van A met B is derhalve de breuk y. 
Zooals hieruit blijkt, zal de grootheid D in dit geval een geheel 



Digitized by 



Google 



108 

aantal malen zoowel van A als van B afgetrokken kunnen worden en 
men kan dus ook zeggen: 

Twee grootheden ztJn onderling meetbaar, als een derde groot- 
heid bestaat, die een geheel aantal malen van elk van beide kan 
worden afgetrokken. Deze grootheid wordt de gemeene maat der beide 
andere genoemd. 

2**. Het geval kan zich ook voordoen, dat, hoever men met de 
hierboven uitgelegde handelwijze voortgaat, nooit een grootheid ge- 
vonden wordt, die een geheel aantal malen van de voorgaande kan 
worden afgenomen. 

Dan kan dus ook geen enkele grootheid gevonden worden, die een 
geheel aantal malen van elk der oorspronkelijke grootheden A en B 
kan worden afgenomen en men noemt A en B in dit geval onder- 
ling onmeetbaar. 

Dat werkelijk dergelijke grootheden bestaan, volgt uit een voorbeeld 
met lijnen: 

Eigenschap 131. De zijde en de diagonaal van een vierkant zijn 
onderling onmeetbaar, 

G-egeven: ABCD is een vierkant, ^\ — ^-^ v r-jiC 

Te bewijzen : A B en A C ztjn onderling on- 
meetbaar. 

Omdat L B = 90°, 

is A C > A B. 

Maar AC<AB-*-BC, Fig. 121. 

en daar B C = A B is, zoo is dus 

AC <2AB. 

Men kan dus AB éénmaal, en niet meer dan éénmaal van AC afne- 
men, b. V. door om A als middelpunt met AB als straal een cirkel 
te beschrijven, die AC in E sntJdt. Nu moet CE op AB worden 
afgepast, of wat op hetzelfde neerkomt, op BC. Dit voeren wy op de 
volgende wjjze uit : Trekt men in E een rechte _L E C, die B C in F 
snijdt, dan is, omdat L E C F = 45° is, ook L E F C = 45° dus E F = E C. 
Maar daar F B en FE loodrecht staan op de stralen AB en AE van 
den cirkel, ziJn deze rechten raaklflnen aan dien cirkel en dus is vol- 
gens N® 96 F E = F B, zoodat ook F B = E C. Door F E J_ E C te 
trekken, heeft men dus te geiyk E C éénmaal van B C afgenomen en 
men moet nu verder E C van F C aftrekken. Hiervoor geldt echter 
dezelfde redeneering, als toen AB van AC moest worden afgenomen, 
daar de beide driehoeken A B C en F E C geltjkbeenig en rechthoekig zyn. 
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Men kan dus £ G twee malen van B O afnemen en een stuk O Q- zal 
overblijven, dat nu op EG moet worden afgepast. Dit kan dan weder 
op dezelfde wtjze geschieden, als toen EG van BG moest worden 
afgetrokken en men ziet dus in, dat G G twee malen op E G zal be- 
grepen zijn en dat er opnieuw een stuk zal overbleven, waarmede als 
te voren gehandeld kan worden. 

Z^n twee grootheden A en B onderling onmeetbaar, dan kan men 
een van beide, b. v. A, in een willekeurig aantal b. v. n gelijke deelen 
verdeelen en nu zulk een n^ deel van A zoo dikwijls mogelijk op B 
afmeten. Dan kan dit echter niet een geheel aantal malen geschieden, 
daar anders A en B onderling meetbaar zouden zflu. Het n^ deel 
van A zal dus b. v. meer dan m-maal en minder dan (m + l)-maal 
op B afgepast kunnen worden. Stelt men nu zulk een n^ deeltje 
van A door P voor, dan is dus 

A = « P, B > m P en < (m + 1) P, 
of, omdat hieruit volgt 

n 



wordt 



B>~A en < — -^— A, 
n n 



hetgeen men verkort schrijft 

n n 

m 
Men kan nu zeggen, dat — een benaderde waarde is voor de uit- 
komst der meting van de grootheid B met de grootheid A en dat 

deze benaderde waarde hoogstens — te klein is. 

n 

Indien men vervolgens n voortdurend grooter laat worden, dan zal 

1 m 

— voortdurend afnemen, zoodat de benaderde waarde — hoe langer hoe 

n n 

dichter b\| de werkelQke uitkomst der meting van de grootheid B met 

A zal komen. 

De uitkomst der meting van een grootheid A met een grootheid B 
wordt de verhouding van A tot B of van A en B genoemd. 

Hebben de grootheden A en B geen gemeene maat, zoodat de uit- 
komst der meting niet door een gewone of tiendeelige breuk kan 
worden uitgedrukt, dan kan men toch die uitkomst der meting zoo 
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nauwkeurig benaderen, als men slechts verlangt, door bjj hare onder- 
linge vergeiyking het aantal deelen n, waarin men een van beide 
begint te verdeelen, voortdurend te doen toenemen. De verhouding 
van A en B is dan de grens, waartoe de uitkomst harer vergemking 
bfl die steeds voortgezette benadering voortdurend meer nadert. 

68. Twee gelijksoortige grootheden A en A' worden evenredig 
genoemd met twee andere gelijksoortige grootheden B en B', als de 
verhouding van A en A' gelijk is aan die van B en B'. 

Men schröft A : A' = B : B'. 

B en B' behoeven niet van dezelfde soort te z^jn als A en A'. 

Wil men bewezen, dat twee grootheden A en A' evenredig zijn met 
twee andere B en B', dan moet steeds eerst bewezen worden, dat als 
A = A' ook tevens B = B' zfln moet. 

Twee gelijksoortige grootbeden A en A' heeten omgekeerd 
evenredig met twee andere B en B', indien de verhouding van A 
tot A' gelflk is aan die van B' tot B, dus als A : A' = B' : B. 

De eigenschappen der evenredigheden onderstellen wQ uit de reken- 
kunde bekend. 

In het b^zonder wijzen wjj op de hoofdeigenschap, dat het product 
der uiterste termen gelijk is aan dat der middelste. 

Uit een evenredigheid van rechten 

a:b=zc:d . . (1) 

zou dus volgen 

adz=bc. 

Daar het product van twee rechten echter nog niet gedefinieerd is, 
zoo heeft men deze vergelflking zoo op te vatten, dat daarin a, &, c, d 
niet de rechten zelve, doch alleen de getallen voorstellen, waardoor 
de lengte dier rechten uitgedrukt wordt, zoodat a, &, c, d dan onbe- 
noemde getallen zijn. 

Ook in elke evenredigheid, zooals (1), kan men de termen als on- 
benoemde getallen beschouwen. 

Dezelfde opmerking geldt ook, wanneer in het vervolg gedurige pro- 
ducten van rechten voorkomen, totdat in het hoofdstuk over de opper- 
vlakken der figuren een beteekenis voor het product van 2 rechten 
aangegeven is. 

In de meetkunde komen drie eenvoudige gevallen van evenredig- 
heid voor: 

1®. bij Itjnen, die door evenwfldige rechten gesneden worden; 

2®. by oppervlakken van figuren. (Hoofdstuk XX) ; 

3®. by middelpuntshoeken en de cirkelbogen, die erby behooren. 
(Hoofdstuk XXII). 

Wy gaan nu over tot de behandeling van het eerste dezer gevallen 
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69. Sigensohap 182. Als eenige evenmjcUgen van één snijlijn gelijke 
stukken afsnijden, verdeden zij elke andere snijlijn in gelijke deeUn, 

Gegeven: A A' || B B' || C C' || enz. 

AB = BCz=CD = enz. 
Te bewijzen : A' B' = B' O' = C' D' = enz. 

Bew^s: Trekt men door A'^ B', C', enz. 
rechten, die evenwijdig aan PQ ztjn en 
BB', CO', DD' enz. achtereenvolgens in 
c, d . . . sntjden, dan zfln A B& A', B C c B', 
CDdC' parallelograms, dus 

AB = A'ö, BC = B'c, CD = C'd,... 

Volgens het gegevene is dus ook 





s lï 
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^ \ 
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Fig. 122. 



Verder is 



A'& = B'c = C'd=..,. 
L ö A' B' = L c B' C' = L d C' D' = . 



en 

L ft B' A' = L c C' B' = L <i B' C' = . . . . ; 

dus zfln de driehoeken & A' B', c B' C', d C' D' congruent en men heeft 

A'B' = B'C' = C'D' = .... 

^IbAls eenige evenwfldigen door andere rechten gesneden worden, dan 
noemt men de stukken van deze laatste, die tusschen hetzelfde paar 
evenwtjdigen liggen, overeenkomstig. 

Eigensohap 188. Ais drie evenmjdigen één snijlijn in twee ongelijke 
deelen verdeelen, dan doen zij hetzelfde bij elke andere snijlijn en wel 
zoodanig, dat steeds twee overeenkomstige stukken te gelijk grooter of 
te gelijk kleiner zijn dan twee andere overeenkomstige stukken, (fig. 123). 

Gegeven; AB||CD||EF, 

CE> AC. 
Te bewijzen : D F > B D. 

BewQs: Past men AC op CE af, da- 
zal er ten gevolge van het onderste^ 
een stuk GE overblyven. 

Trekt men nu door G een r 
II C D, die D E in I snijdt, dan ka' 
rechte E F niet snflden. Dus ligt 
schen D en F. Volgens N® 13? 

B D = D I en, daar D F > D I, 
D F > B D. 




Fig. 123 



is dus 
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Eigenschap 184. De stukken^ die drie evemmjdigen van een snijlijn 
afsnijden, zijn evenredig met de overeenkomstige stukken van een vnUe- 
keurige andere snijlijn. 

Gegeven: AB||CD||EF. — — 

Te bewezen: AC:CE=BD:DF. 

Bewijs: By het bepalen der ver- 
houding van A C en C E moeten twee 
gevallen onderscheiden worden. 

1« geval: De rechten CE en AC 
hebben een gemeene maat, die w;) 
door p voorstellen. 

Meet deze op AC en op CE zoo ^ F 

dikwijls mogel^k af en zy dan Fig. 124. 

AC=:4i), CE = 7p, 
dus 

AC_4 

ClÊ""7' 

Om nu de verhouding van DJg^ en B D te bepalen, trekt men door 
alle doelpunten op A E rechten evenwydig aan A B ; dan worden hierdoor 
op B D en D F ook onderling gelflke stukken afgesneden volgens N° 132, 
die wy elk door q voorstellen. BD moet dan 4 en DF 7 van deze 
stukken bevatten, dus 

BD = 4g, DF=:7g, 
en 

BD_4 

DF~7* 
Hieruit volgt dus 

AC_BD 

CE~DF' 

2® geval: De rechten A C en C E hebben geen gemeene maat (fig. 125). 

Men bepaalt dan de verhou- 
ding van AC en CE zooals in M \^ 

§ 67 uitgelegd is. 

Verdeel dus een der beide 
rechten A C en C E, b. v. A C, g/- \^d 

in n gelyke doelen, die wfl elk 
p noemen, zoodat 

AC = wp. 

Meet nu dat deeltje p zoo dik- /iiiii.i"i"i,rr— -iii -^^ 

wflls mogelflk op CE af; stel ^' 

dit kan m-maal gedaan worden, Fig. 125. 
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terwtjl er een stuk G^ £ van C E overbl^lfty dat kleiner dan p is, dan is 
(m-f- l)p > CE >mp, 



en dus 



m-f-1 ^C E m 



Om nu de verhouding van DF en BD te benaderen, trekke men 
uit alle deelpunten op AE rechten evenwijdig met CD, dan ontstaan 
volgens N° 132 op B F gelflke stukken, die wy elk door q voorstellen 
en er blijft nog een stuk KF over, dat volgens N® 133 kleiner dan 
q is, omdat ö E < p. Dus is 



derhalve 



BD=zmq en (m -h 1) g > D F > mg, 



m+1 DF m 
■"w^^BD'^'n* 



De verhoudingen CE:AC en DF:BD liggen dus tusschen dezelfde 



grenzen, die — verschillen, want 
n 

w-hl 



m 
n' 



n 



Dus moeten die verhoudingen in elk geval minder dan — van elkander 

n 

verschillen. Indien men nu n voortdurend laat toenemen zal het verschil, dat 

CE DF 
tusschen de breuken 7—^ en — - bestaan kan, toch steeds minder dan 



AC 



BD 



- moeten blijven en dus tot nul naderen. Derhalve is 



CE 
Ac' 



DF 
BD' 



70. Eigenschap 134 kan ook in de volgende woorden uitgedrukt 
worden : 

Een rechte, die in een trapezium evenvdjdig aan de evenmjdige 
bijden getrokken wordt, verdeelt de opstaande zijden zoodanig, dat de 
verhouding der stukken van de eene zijde, gelijk is aan de verhouding 
van de overeenkomstige stukken der andere. 

Uit het bewtJs van die eigenschap 134 volgt echter, dat zü even 
goed geldt voor een figuur als 126a, waarin de beide snyltjnen AC 
en DF ook elkander snjjden. Dus is hierin 



^ 



AB:BC = DE:EF. 
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Op volkomen dezelfde manier als deze evenredigheid kunnen verder 
ook de navolgende bewezen worden : 

AB:AC = DE:DF, 



en 




BC:AC = EF:DF. 

A D 




Fig. 126a 



Fig. 126^. 



Deze kunnen bovendien uit N® 134 afgeleid worden door toepassing 
der eigenschap van de evenredigheden: 

De som van de termen der eerste reden staat tot de som van de 
termen van de tweede reden, als een term van de eerste reden staat 
tot den overeenkomstigen term van de tweede reden. 

Eigenschap 13*2 kan ook aldus uitgedrukt worden: 

Eigenschap 185. Trekt men in een trapezium uit het midden van 
een der opstaande zijden een rechte evenwijdig met een der evenvnjdige 
zijden^ dan deelt deze ook de andere opstaande zijde middendoor. 

Het omgekeerde van N° 134 luidt aldus: 

Eigensohap 186. Kiest men op elk der opstaande zijden van een 
trapezium een punt zoodanig^ dat de stukken van één zijde evenredig 
zijn met de overeenkomstige stukken van de andere zijde, dan zal de 
lijn, die de twee aangenomen punten vereenigt, evenwijdig zijn met de 
evenvnjdige zijden van het trapezium. 

Gtegeven: BC||AD, 

BE:EA = CF:FD. 
Te bew\jzen : E F 1 1 A D. 




Fig. 127. 



BewQs: Onderstelt men, dat E F 
niet evenwijdig met AD was, dan 
zou men door E een Ifln Eö || AD 
kunnen trekken. Volgens N^ 134 zou 
dan de evenredigheid bestaan 

BE:EA=iCG:GD. 



Maar in verband met het gegevene besluit men hieruit 
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of 



dus 



CG:aD = CF:FD, 
Ca:(Ca-haD) = CF:(CF- 
Ca:CD = CF:CD, 



•FD), 



-< 




Fig. 128. 



wat onmogel\|k is. 

De eigenschap biyft ook gelden, wanneer men de beide punten £ 
en F niet in de opstaande z\|den zelve, doch op hare verlengden aan- 
neemt (Fig. 128), mits men dan ook 
onder de stukken, waarin de zjjde 
A B door het punt E verdeeld wordt, 
bljijft verstaan de stukj^en EB en 
EA, gerekend van het punt E tot 
aan de beide uiteinden van AB. 

In hel vervolg zullen tvij steeds, 
waar sprake is van de stukken, 
waarin een rechte door een punt 
verdeeld wordt, deze beteekenis aan- 
wenden. 

72. De stellingen omtrent evenredigheden in een trapezium kunnen 
gemakkelijk op driehoeken overge- 
bracht worden. Trekt men nameiyk 
in fig. 129 uit B een rechte even- 
wydig aan AE, dan ontstaat een 
driehoek BH F, waarin GD even- 
wijdig aan de basis loopt en boven- 
dien ontstaan dan twee parallelograms 
ACÖB en CGHE. Dus bigkt on- 
middellijk de juistheid der evenredig- 
heden 

BG:GH = BD:DF, 

BG:BH = BD;BF, 

GH:BH = DF:BF, 

die in het kort in woorden aldus kunnen worden uitgedrukt : 

Eigenschap 187. Irekt men in een driehoek een rechte, evenvnjdig 
aan een der zijden, dan worden de heide andere zijden in stukken 
verdeeld, die evenredig zijn met elkander en met de geheele zijden. 

Een bijzonder geval hiervan is 

Eigensohap 188. Trekt men in een driehoek uit het midden van 
een zijde een rechte, evenwijdig aan een tweede zijde, dan deelt die 
rechte ook de derde zijde middendoor. 

Stelling 137 blijft ook waar, indien die rechte, welke, evenwJEjdig aan 
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een der zflden van den driehoek getrokken wordt, niet binnen den drie- 
hoek, doch daarbuiten gelegen is, 

4 M JS: zooals in fig. 130, waar in A DHF 

BG evenwfldig aan HF getrokken 

Q_^ \/p is. Men besluit dan onmiddeimk tot 

de juistheid der navolgende even- 
redigheden 

ÖD:GHzz:BD:BP, 
GD:DH = BD:DF, 
DH:HG = DF:FB. 

De vorige stellingen hadden alleen betrekking op de opstaande zijden 
van den driehoek; bjj de volgende komt ook de basis in beschouwing: 

Eigensohap 189. Een lijn, die eventvijdig aan een der zijden van 
een driehoek getrokken wordt, vormt met de beide andere zijden van 
den driehoek een tweeden driehoek, waarvan de zijden evenredig zijn 
met de overeenkomstige zijden van den eersten driehoek. 

Men kan hierbj] weder de beide gevallen onderscheiden, dat de 
getrokken rechte binnen of buiten den gegeven driehoek ligt. Het 
bewys is echter voor beide gevallen volkomen gelijk, zoodat men het 
op de figuren 131a en b kan toepassen: 






Fig. 1813. 



Gfregeven: 
Te bewysen: 



DE II AC. 
BD:BA = BE:BC, 
DE:A C = BD:BA, 
DE:AO = BE:BC. 



De eerste dezer eigenschappen is reeds in het begin dezer § bewezen. 
De tweede kan aldus worden aangetoond. 

Trekt men uit D een rechte || A C, die A C (of het verlengde daarvan 
in fig. 131 b) in F snijdt, dan is volgens N» 137 

FC:AC = BD:BA. 
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Maar, omdat vierhoek D £ C F een parallelogram is, is F C = D E, 
dus wordt de vorige evenredigheid 

DE:AC = BD:BA. 

Evenzoo bewflst men de derde evenredigheid van het gestelde door 
uit E een rechte evenwijdig met A B te trekken. 

Het omgekeerde van N®. 137 luidt in het kort: 

Eigenschap 140. Verdeelen twee punten twee zijden van een driehoek 
in stukken, die evenredig zijn met elkander of met de geheele zijden^ 
dan loopt de rechte, welke die twee punten vereenigt, evenwijdig m£t 
de derde zijde. 

Het bewys is volkomen gelijkluidend met dat van N° 136. 

Een bflzonder geval van N® 139 is 

Eigénsohap 141. De rechte, die de middens van twee zijden van 
een driehoek verbindt, loopt evenwijdig met de derde zijde. 

Wfl merken hierby nog op, dat, als in fig. 131 de evenredigheid 



DE:AC = BE:BC 



(1) 




Fig. 182. 



gegeven was, daaruit niet zou volgen, dat DE evenwijdig met AC loopt. 

Want beschrijft men (fig. 132) uit E een cirkel. 

met DE als straal, die AB ten tweede b 

male in D' snydt, dan zou ook Dz 

E D' : A C = B E : B C, 

moeten ztjn. Kon men nu uit de evenredig- 
heid (1) zonder meer tot de evenwtjdigheid 
van D E en A C besluiten, dan zou hetzelfde 
ook van E D' en AC moeten gelden, hetgeen 
onmogeiyk is. 

73. Wanneer een punt P en een wille- 
keurige andere rechte A B gegeven z^Jn en men trekt uit P een lood- 
rechte of schuine l^jn PQ naar AB, dan noemt men het voetpunt Q 
dier Itjn de projectie van het punt P 
o p A B en wel zegt men eenvoudig, dat Q de 
projectie van P op AB is, alsPQJ_ABis, 
terwfll men daarentegen in het andere 
geval Q de schuine projectie noemt. 

Het is duideltJk, dat de schuine projectie 
van een gegeven punt op een gegeven rechte 
alleen bepaald is, als men ook den hoek 
P Q A kent, waaronder geprojecteerd wordt, 
In elk geval noemt men P Q de projecteerende Ifln van het punt P. 

Is CD een rechte van gegeven lengte en AB een andere rechte 
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en projecteert men alle ponten van CD onder denzelfden hoek op 
A B, dan wordt de meetkundige plaats dier projecties de projectie van 
CD op AB genoemd. Men ziet nu onmiddeUyk in: 
De projectie van een rechte C D op een andere A B is het stuk ^an 




Fig. 184«. 




C^ 



Di 



Fig. 134i. 




AB, gelegen tusschen de projecties van de punten C en D op AB. 
Men zegt dus, dat Cj D| de projectie is van CD op A B, als 

LCC,A = LDD, A 

de hoek is, waaronder geprojecteerd wordt. 
Het kan ook voorkomen, dat van de geprojecteerde rechte CD één 

uiteinde C op AB valt. (fig. 135) Dan 
heeft men nog slechts het andere uit- 
einde D op A B te projecteeren in Dj, 
en vindt dus C D, als schuine projectie 
van CD op AB. 

Met behulp van deze begrippen kan 
men nu eigenschap 137 ook uitdrukken, 
zooals in N* 142 en 143 geschied is: 

SigenBChap 142. De verhouding tusschen een willekeurig stuk, dat 
men op één heen van een hoek van het hoekpunt uit .aanneemt, en de 
projectie van dat stuk op het andere been is onafhankelijk van de 
grootte van het aangenomen stuk, 

Bierbg wordt ondersteld, dat men 
voortdurend onder denzelfden hoek pro- 
jecteert. 

Is namelQk gegeven, dat C C, 1 1 D D, is, 
dan zegt N® 142, dat 

AC:AC, =AD:ADi 

^ ^3g en deze eigenschap is, zooals bQ om- 

zettmg der termen blijkt, reeds in 
N® 137 bewezen. 
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Eigenschap 148. De verhouding tusschen een willekeurig stuk, dat 
men op één heen van een hoek van het hoekpunt uit aanneemt, en de 
projecteerende lijn, uit het uiteinde van dat stuk naar het andere been 
getrokken^ is onafhankelijk van de grootte van het aangenomen stuk. 

In fig. 136 heeft men namelijk te bewjjzen 



AC:CCi = AD:DD„ 

en dit is reeds in N® 139 aangetoond, zooals b)j omzetting der 
termen biykt. 

De beide in N*' 142 en 143 genoemde verhoudingen hebben, zoolang 
men onder een zelfden hoek blijft projecteeren, voor eiken gegeven 
hoek C A B een bepaalde waarde, zoodat de hoek CAD geïS^nstruewd 
kan worden, als een dier verhoudingen gegeven is. Deze eigenschap 
vormt den grondslag van dat deel der meetkunde, dat goniometrie 
genoemd wordt. 

74. Eigenschap 144. Irekt men uit het hoekpunt van een hoek een 
willekeurige rechte, dan is de verhouding van de afstanden tot de 
beenen van den hoek voor alle punten dezer rechte dezelfde. 

Gegeven: F en Q z^n willekeurige 
punten van AD. 

PF_LAB,PEJ_AO; 
QH_LAB,QG_LAC. 

Te bew^aen: PF:PE = QH:QG. 

BewQs: Uit het gegevene in verband 
met N« 8 volgt PF||QH en PE||QG. 

Volgens N<» 139 is dus in A A Q G 

PE:QG = AP:AQ, 
en evenzoo in A A Q H 

PF:QH = AP:AQ. 




Dus is ook 



PE:QG = PF:QH, 



waaruit het gestelde onmiddellijk volgt. 

Men kan verder aantoonen, dat voor alle punten, buiten AD ge- 
legen, de verhouding der loodltjnen, op de beide beenen van den hoek 
neergelaten, een andere is dan voor de punten van AD. Hieruit 
volgt dan 
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Bigensohap 145. De meetkundige plaats der punten^ die tusachen 
de beenen van een hoek zoodanig gelegen zijn, dat de afstanden tot de 
beenen van den hoek eenzelfde verhouding hebben, is een rechte, die 
door het hoekpunt van den hoek gaat. 

Het is duidelijk, dat in den nevenhoek van L B A C evenzoo een 
rechte getrokken zal kunnen worden, zoodanig, dat de verhouding der 
afstanden tot een der beenen van L B A C en het verlengde van het 
andere been voor alle punten dier rechte dezelfde is en dat deze 
verhouding geiyk aan die, welke by de punten van de rechte 
AD in fig. 137 behoort, z^n kan. Dus kan men N<^ 145 ook aldus 
uitdrukken : 

De meetkundige plaats der punten^ wier afstanden tot twee ge- 
geven rechten een zelfde verhouding hebben, bestaat uit twee rechten,^ 
die door het hoekpunt van den door die rechten gevormden hoek gaan. 

75. Eigensohap 146. De rechte, die een hoek van een driehoek 
halveert, verdeelt de overstaande zijde in stukken, die evenredig zijn 
met de aangrenzende zijden van den driehoek: 

Gegeven: LCBD=LDBA. 

Te bewezen: CD :DA=CB: BA. 

BewQs: De verhouding van CD 
en DA kan gemakkel^k vervan- 
gen worden door een andere, waarin 
öf A B öf B C voorkomt. Daartoe 
is volgens N® 137 slechts noodig 
^"-v^ \ dat er door minstens twee van de 

""^-.^ \ drie 'punten A, D en C evenwtJ- 

"''^v^ \ digen gaan. Daar men deze even- 

""^v^^ \ wfldigen op verschillende wtjzen 

^^-^^^ \ kiezen kan, zfln er ook verschil- 
"""^i; lende bewflzen voor de eigenschap 
Fig. 138. mogeltjk. 

1®. Voor een dier rechten wordt 
D B gekozen en dus wordt door A of door C een rechte || D B getrokken. 
Stel die rechte, uit A getrokken, snijdt het verlengde van C B in £, 
dan is volgens W 137 

CD:DA = CB:BE, 

en de eigenschap zal dus bewezen zijn, als B E = B A is. Nu is echter 

LCBD=LBEA volgens N° 14, 

LDBA=LBAE volgens N<» 17, 
maar 
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derhalve 
dus 



LCBD=:LDBA volgens het onderstelde, 
LBEA= LBAE, 
BA = BE. 




B 



Fig. 189. 



2®. Voor een van die rechten wordt AB gekozen en door C wordt 
dus een rechte 1 1 A B getrokken, die het verlengde van B D in F 
sntjdt (fig. 139). Dan is volgens N« 139 

AD:DC = AB:CF, 
en, indien men deze evenredigheid met 
het gestelde vergelekt, dan bl\jkt on- 
middeigk, dat nog slechts bewezen moet 
worden, dat C F = B C is. Nu is echter 
volgens N® 17 

LCFB=:LFBA, 
en volgens het gegevene 

LFBAz=LFBC, 
derhalve 

LCFBi=LCBF, 

waaruit dan volgt, dat C F = C B is. 

Eigenschap 147, De recfUe, die den nevenhoek van een hoek van 
een driehoek middendoor deelt, verdeelt de overstaande zijde in stukken, 
die evenredig zijn met de aangrenzende zijden. 

Gegeven : 

L ACD=:180^ 
LDCE=LECB. 
Te bewQzen: 

EB:EA = CB:OA. 

BewQS : Op dezelfde w^jze als 
bg de vorige eigenschap rede- 
neerende, komt men tot het 
trekken van een rechte door 
A of door B 1 1 C E. Stel die rechte, door B getrokken, snfldt C A 
in F, dan is volgens N® 137 

EB:EA = CF:CA, 

en de eigenschap is bewezen, als CE=:OB is. Nu is weder 

LDCE=LCFB volgens N<> 14, 

LECB=LCBF volgens N° 17, 
maar 
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derhalve 
en dus 



LDCE=LECB volgens het onderstelde, 
LCFB=rLCBP, 
FC = FB. 




De omgekeerden van de eigenschappen 146 en 147 z|jn waar. Wjj 
geven hier een van beide met het bewfls. 

Eigenschap 148. Neemt men op de basis van een driehoek een 
punt aan zoodanig, dat de afstanden van dit punt tot de uiteinden 
der basis zich verhouden als de aanliggende opstaande zijden van den 
driehoek, dan zal de rechte, die het aangenomen punt met den top 
vereenigtj den tophoek middendoor deelen. 

Gegeven: AD:DC=AB:BC. 

Tebew^sen: LABDz=LDBC. 

Bew^s : Indien B D den hoek ABC niet 
middendoor deelt, kan men onderstellen, 
dat B E dien hoek wel halveert. 

Volgens N® 146 is dan 

AE:EC = AB:BC, 
dus in verband met het gegevene 

AE:EC = AD:DC. 
Hieruit zou nu volgen 

AE:AO = AD:AC, 
wat onmogeiyk is. 

76. Als men in een driehoek te gelflk een hoek en diens nevenhoek 
middendoor deelt (fig. 142), welke rechten AB en haar verlengde in 

D en E sneden, dan is dus 

DB:DA = CÊ:CA, 
EB:EA=CB:CA, 
derhalve 

DB:DA = EB:EA . . (1) 

De punten D en E liggen dus 

zoodanig ten opzichte van A en 

B, dat de afstanden van D tot A 

de verhouding hebben als die van E tot A en B. 

in dit geval, dat het puntenpaar D, E harmonisch tot 

)aar A, B gelegen is, of dat de vier punten A, B, D, E 

liggen. 
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De punten van elk paar, worden aan elkander toegevoegd genoemd. 

Meestal let men daarby op de richtingen, waarin de vier rechten 
DA, DB, E A, EB loopen. Daar namelfik D tusschen A en B ligt, 
zoo zullen de afstanden van D tot A en B van het punt D uit 
gerekend tegengestelde richting hebben. Daarom zegt men ge- 
woonlflk, dat een van beide positief en de andere negatief is, dus dat 
hunne verhouding ook negatief is. De afstanden van E tot A en B, 
van E uit gerekend^ hebben echter dezelfde richting; hunne verhou- 
ding is dus zeker positief. M en schrift daarom gewoonlijk de even- 
redigheid (1) aldus: 

D_B___EB 
DA~ EA* 

Denkt meri zich de punten A en B vast; maar het punt D ver- 
anderlijk op AB (b. V. doordien de vorm v^ A ABC verandert), 
dan zal ook E van plaats moeten veranderen wegens de betrekking (1). 
Wanneer daarby D tot het midden van AB nadert, zoodat DB: DA 
tot de waarde 1 nadert, dan moet hetzelfde met E B : E A het geval 
"zö'n, hetgeen alleen mogelijk is, als E naar oneindigen afstand gaat. 
Twee willekeurige punten, het midden hunner verbindingslijn en een 
punt op oneindigen afstand in deze rechte vormen dus een btjzonder 
geval van vier harmonische punten. 

Men kan ook twee harmonische puntenparen verkregen, zonder 
daarbü van de eigenschappen 146 en 147 gebruik te maken. Hiervoor 
verwijzen wy naar N® 157. 

77. Eigenschap 149. Worden twee evenimjdigen door drie in één punt 
samenkomende rechten gesneden, dan is de verhouding der stukken 
van de eene evenwijdige gelijk aan die van de andere. 

Gegeven: BD||EG. 
Te bewfizen: BO:CD = EF:FG. 
Bewijs: Volgens N® 139 is in A AEF, 
waarin BC||EF is, 

BC:EF=-AC:AF, 

en evenzoo is in A A F G, waarin C D 1 1 F Gis, 

CD:FG=:AC:AF. 

Uit deze evenredigheden volgt nu 

BC:EF = CDiFa 




Fig. 148. 



en een verwisseling der termen levert nu de stelling. 
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Vraaffstnkken. 

216. In eèn driehoek ABC, waarvan de zyden ztjn AB=:13, 
B C = 14, A C = 15 cM., wordt een rechte getrokken, die A B verdeelt 
in twee stukken, welke zich verhouden als 2:3 en die evenwijdig 
met BC loopt. Hoe lang is die liJn en hoe groot z\|n de stukken, 
waarin AC verdeeld wordt? 

217. In een trapezium ABOD, waarin 'de opstaande zijden AB en 
CD 12 en 15 cM. ztjn, terwijl BC = 8 cM. en AD = 26 cM., neemt 
men op A B een stuk A E = 3 cM. en trekt nu E F 1 1 B C. Bereken 
de stukken, waarin CD verdeeld wordt en de lengte der lyn E F. 

218. Als de evenwijdige z\jden van een trapezium a en & cM. z^n 
en een rechte, evenwijdig aan deze getrokken, een der opstaande zflden 
verdeelt in twee stukken, die zich verhouden als m en «, hoe lang 
is dan die deelltjn? 

219. Van een trapezium bedragen de opstaande zflden 13 en 20 cM. 
en de evenwijdige zijden 17 en 30 cM. Hoe lang zfln de zijden van 
den driehoek, die ontstaat door de opstaande zijden te verlengen? 

220. Uit een punt D in de zijde A B van A A B C trekt men een 
rechte || AC, die BC in E snijdt en daarna EF||AB. Hoe verhouden 
zich de stukken BE en E C, als E F = f A B. 

221. In een driehoek ABC, waarvan AB = 12, BC = 17 en 
AC=:13 cM. gegeven zijn, wordt L A en de nevenhoek van LC 
middendoor gedeeld. Bereken de stukken, waarin de doellijnen de 
overstaande zijden verdeelen. 

222. Van een gelijkbeenig trapezium zijn de evenwijdige zijden 17 
en 30 cM. en elk der beenen bedraagt 18 cM. Bereken de stukken, 
waarin de zijden verdeeld worden door de rechten, die twee aan één 
opstaande zijde gelegen hoeken middendoor deelen. 

223. Bewijs, dat de rechte, die de middens der diagonalen van een 
trapezium verbindt, evenwijdig loopt aan de evenwijdige zijden en 
gelijk is aan de helft van hun verschil. 

224. Vereenigt men een hoekpunt van een parallelogram met de 
middens der beide niet in dat hoekpunt uitkomende zijden, dan ver- 
deelen de vereenigingslijnen een der diagonalen in drie gelijke deelen. 

225. Vereenigt men twee overstaande hoekpunten van een paral- 
lelogram met de middens van een paar evenwijdige zijden, dan ver- 
deelen de vereenigingslijnen een der diagonalen iii drie gelijke deelen. 

226. Door het snijpunt der diagonalen van een trapezium, waarvan 
de zijden achtereenvolgens a, &, c, d cM. bedragen, trekt men een 
rechte, evenwijdig met de evenwijdige zijden. Bereken de stukken, 
waarin de opstaande zflden verdeeld worden. 



Digitized by 



Qoo^^ 



JÊ 



125 



227. Bewijs, dat de rechte, die door het snijpunt der diagonalen 
van een trapezium evenwfldig met de evenwijdige zijden dezer figuur 
getrokken wordt, in dat snüpunt middendoor gedeeld wordt. 

228. Van een trapezium ztJn de evenwijdige zijden 17 en 28 cM., 
terwijl de opstaande zijden 13 en 15 cM. bedragen. Door het snijpunt 
der diagonalen trekt men een rechte, die evenwijdig loopt met de 
evenwijdige zQden. Hoe lang zijn de stukken dezer rechte. 

229. Als A, B, O drie op een rechte gelegen punten zfln en a, b, c 
drie punten op een daarmede evenwijdige, zoodanig, dat A B : B C = 
abibc, dan gaan de drie rechten Aa, B 5, Cc door één punt. 

230. Als drie door één punt gaande rechten twee andere snyden, 
zoodanig, dat de stukken van de eene snijlijn evenredig ziJn met die 
der andere, dan zfln de twee snijlijnen evenwijdig. 



\ 



HOOFDSTUK XV. 



THEOREMA'S VAN MENELAUS EN DE CEVA. 

ToepasEdngen. Harmonische punten. 

78. Een evenredigheid kan in den vorm eener gelijkheid van twee 
producten geschreven worden. Vele eigenschappen nu hebben een 
vorm, die eenige overeenstemming vertoont met een gelijkheid van twee 
producten en deze kunnen dan bewezen worden, doordien men een 
evenredigheid van vier ItJnen ervan maakt. 

Een zoodanige methode vö.n bewtjs zullen wfl toepassen bfl 
Eigensohap 150 (Theorema van Menelaus). Trekt men een lijn, die 
twee zijden van een driehoek en het verlengde van de derde zijde {of 
wel de drie verlengde zijden) snijdt, dan is het product van drie 
stukken der zijden, die geen enkel eindpunt gemeen hebben, gelijk axin 
het product der drie andere stukken. 

Gegeven: EDF is een 
rechte. 

Te bew\jzen: 

""-v^^ DBXECXFA = 

,. - \. DCXEAXFB. 

A B F G 

Bew\js: Deze eigenschap 
kan in den vorm eener even- 
redigheid gebracht worden, als men haar in de gedaante schrijft 




en nu den vorm 



DG 

ECXFA=:-— XFBxEA 

DB 



DB 



(1) 



als één enkele rechte p beschouwt. Dan is 
DB:DC = FB:p. 
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Het is nu gemakkelijk een rechte te construeeren, die met DB, 
DO en F B een evenredigheid vormt. Daartoe heeft men uit O een 
rechte te trekken evenwijdig aan E F, die het verlengde van A F in 
a snfldt. Volgens N» 137 is dan 

DB:DC = FB:FG, 

dus is F G de bovengenoemde lyn p. De vergelijking (1), die bewezen 
moest worden, neemt nu dus den vorm aan 



of 



ECxFA = FaxEA, 
EC:EA = FG:FA, 



en deze evenredigheid is waar volgens N<* 137. 

Opmerking. Daar men de vergelijking, die bewezen moet worden, 
in verschillende vormen brengen kan, die tot een evenredigheid aan- 
leiding geven, zoo kan men volgens deze methode veelal voor een zelfde 
eigenschap verschillende bewjjzen vinden. 

Maar bovendien kan men somtyds, ook als men denzelfden herleiden 
vorm behoudt, toch 

schijnbaar verschillende ö<;.- Jp 

bewijzen verkrijgen. """"•-' 

Zoo b. V. in dit geval. 
Om nameltjk de rechte 



I>0 ^„ 
DB ^ 




Fig. 145. 



te vinden, zouden wij 

even goed uit O een 

rechte hebben kunnen trekken, evenwijdig aan AB, die het verlengde 

van EF in H snijdt (Fig. 145). Want dan is volgens N<* 139 

DB:DCz=FB:CH, 

waaruit volgt, dat nu CH:=p wordt en de vergelijking (1), die 
bewezen moest worden, neemt dan den vorm aan 



of 



ECXFA = CHXEA, 
EC:EA=:CH:FA, 



een evenredigheid, die volgens N^ 137 juist is, 

Het verband tusschen de twee gegevene bewijzen is gemakkelijk 
in te zien, aangezien FG in fig. 144 gelijk is aan CH in fig. 145. 



128 

Eigenschap 151 (Omgekeerde van N*^ 150). Neemt men op twee 
der zijden van een driehoek en op het verlengde der derde zijde {of 
op de drie verlengden) punten aan^ zoodanig dat het product van 
drie stukken der zijden, die geen eindpunt gemeen hébhen, gelijk is aan 
het product van de drie andere stukken, dan liggen de drie aange- 
nomen punten op een rechte. 



^ 


^^^^>^ 




Gegeven : 
DBX ECxF A = 

DCXEAXFB. 

F en D liggen op AR 
en B C, E ligt op het 
verlengde van AC. 

Te bewezen: 

LFDE=180°. 




c 

Fig. 146. 


E' k 



A 



Bew^s : Indien de punten D, E en F niet op een rechte lagen, zou 
men door D en F een rechte kunnen trekken, die het verlengde van 
A C in E' sneed. Volgens N®. 150 zou dan 

DBXE'CxFA = DCx E'AxFB 

zijn en door deeling van deze vergelijking op de gegevéne zou nu 
ontstaan 

EC:E'C = EA:E'A, 
dus ook 

E C : (E C — È' C) = E A : (E A — E' A), 
of 

EC:EE' = EA:EE', 
wat onmogeltJk is. 

79. Eigenschap 152 (Theorema van de Ceva). Drie rechten, uit de 
hoekpunten van een driehoek getrokken, die één punt gemeen hebben, 
verdeelen de overstaande zijden in stukken zoodanig, dat het product 
van drie stukken der zijden, die geen eindpunt gemeen hébhen, gelijk 
is aan het product van de drie overige stukken. 

Gegeven: de rechten AD, BE, CF 
hebben het punt O gemeen. 
Te bewezen: 

DBXECXFA = DCXEAXFB. 
Gewoonlijk wordt het bew\1s aldus ge- 
geven : 

Bew\j8 : Beschouwt men in A B E A de 
rechte C F als snyitjn, dan is volgens N® 150 
FAX0BXCE = FBX0EXCA. 




Fig. 147. 
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Evenzoo vindt men, door in- A B E O A D als snylön te beschouwen^ 
DBXACX0E = DCXAEX0B. 



<le uitkomst door ^ 



Vermenigvuldigt men deze vergeiyking met de vorige, dan kan men 

l^BXOTXAC 

•deelen en men verkr^gt de eigenschap, die bewezen moest worden. 

Tracht men een bew^s voor deze eigenschap evenals bfl N® 150 af 
te leiden, dan wordt dit niet eenvoudig. 

Eigensohap 153. (Omgekeerde van N® 152). Kiest men op de drie 
zijden van een driehoek (of op één zijde en de verlengden der twee 
andere) drie punten^ zoodanig^ dat het product van drie stukken, die 
^een eindpunt gemeen hebben, gelijk is aan het product der drie andere 
stukken, dan zullen de drie rechten, die de aangenomen punten 
met de overstaande hoekpunten van den driehoek vereenigen, door één 
punt gaan. 

Gegeven : 

DBXECxFA=DOxEAxFB. 

Te bewijzen : A D, B E, C F gaan door 
één punt. 

Bew^s : Onderstelt men, dat deze rechten 
niet in één punt samenkomen, dan kan 
men steeds het snypunt O van twee der Fig. 148. 

Iflnen, b. v. van AD en OF, met een 

hoekpunt, hier B, vereenigen, welke rechte AO in E' snjjde. Dan is 
volgens NM52^ 

DBXE'CXFA = DCXE'AXFB. 

Deelt men deze vergelijking op de gegevene, dan ontstaat 

EC:E'C = EA: E' A, 

«n men toont gemakkelijk aan, dat dit onmogel^ is. 

80. Het omgekeerde van het theorema van Menelaus kan veelvuldig 
toegepast worden om te bewtJzen, dat drie punten op de ztjden van 
een driehoek gelegen, zich op één rechte bevinden. Eveozoo wordt 
het omgekeerde van de Oeva's theorema aangewend, waar men wil 
aantoonen, dat drie rechten, door de hoekpunten van een driehoek 
getrokken, door één punt moeten gaan. W^ geven hiervan eenige 
voorbeelden : 

I. 9 
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JBigenaohap 164. Deelt men in een driehoek twee hoeken en dem 
nevenhoek van den derden hoek middendoor^ dan mijden deze rechten 
de overstaande zijden (of haar verlengden) in drie punten, die op één 
rechte liggen. 

Gegeven : 

LCAD=LDAB, 
LCBE = LEBA, 
LGOF = LFOB. 

Te bewjjzen : D, E en F lig- 
gen op één 
rechte. 




heeft men 



en 



DB 

cd' 



AB EC 

'ac' ea' 



Volgens N<» 146 en N« 14T 

_BC 
"BA' 



FA 

fb' 



CA 
'CB' 



Het product van de overeenkomstige leden dezer drie vergelijkingen 
vormende, ontstaat 

DBXEC y FA 



DCxEAy FB 



= 1. 



Daar verder twee der punten D, E en F op de ztJden van A ABC 
liggen en het derde op het verlengde, zoo volgt uit N<* 151, dat D, E 
en F op één rechte liggen. 

Eigenschap 155. De drie zwaartelijnen van een driehoek gaan 
door één punt. 

Gegeven : D B = D C, 

EC=EA, 

FA = FB. 

Te bewjjzen : A D, B E, C B gaan door 
één punt. 

Uit het gegevene volgt: 

DBXECXFA = DCXEAXFB, 

en volgens N*^ 153 besluit men hieruit onmiddeltjk tot het gestelde. 
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Eigenschap 156. Hoee zwaartelijnen van een driehoek snijden 
elkander zoodanig, dat de verhouding der stukken van elke zwaartelijn 
gelijk is aan 2:1. 

Gegeven:(fig. 151)DB=DC,EC = CA. 

Te bewtjzen B Z : ZE=2 : 1 . 

Bewijs : Beschouwt men in A B E O de 
rechte A D als sntjlün, dan is volgens het 
theorema van Menelaus 

DBXACXZE = DCXAEXZB, 
en deze vergeiyking levert bjj deeling door D B X A E 

2ZE = ZB. 

Met behulp van N*^ 163 kunnen wü nu ook een ander bev^ys 
geven voor 

Eigensohap 97. De rechten, die de hoeken van een driehoek mid- 
dendoor deelen, gaan door één punt, 

^ fteg^ven : LCAE=zleAB, 

LABD=LDBC, 

LBCF=LFCA. 

Te bewQzen : A E, B D, C F gaan door 
één punt. 

Volgens N<^ 146 is namelijk 

EB_AB DC_B_C FA_CA 
EC'AC' DA~BA' FB~CB' 

dus door vermenigvuldiging van de overeenkomstige leden 
EBXDCXFA 





ECXDAXFB 



= 1, 



en hieruit besluit men volgens N<* 153 tot de juistheid der stelling. 

Het is niet mogelijk met behulp van N*^ 153 een ander bewtjs te 
geven voor N® 95 namelijk, dat drie rechten, die de zijden van een 
driehoek loodrecht halveeren, door één punt gaan, omdat deze rechten 
in het algemeen niet door de hoekpunten van den driehoek gaan. 

81. Wegens de belangrijkheid der eigenschappen 155 en 156 geven 
wtj hier nog een ander bewijs, benevens een tweetal verwante eigen- 
schappen. 
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Ander bewtjs voor N® 156 en N^ 156. 

Gegeven : 




BD = DC,CE = EA, 
AP = F B. 



Te bewezen : AD, BE, CF gaan door 

één punt. 
Bewijs: Z\] Z het snöpunt van AD en 
^ CF. Vereenigt men nu Z met B, dan 
zullen wg aantoonen, dat deze rechte door 
E gaan moet. Trekt men namelflk uit C 
een rechte 1 1 A D, die B Z in G snjjdt, dan 
is volgens N<^ 138 in A B C G, omdat 

BD = DC 

B Z = Z G. 

Vereenigt men nu G met A, dan is in A B A G, omdat 



is, ook 



is, volgens N<* 141, 



BF = FA en BZ = ZG 
AG||FC. 



Dus is A G C Z een parallelogram, zoodat Z G de rechte A C mid- 
dendoor deelt. Hiermede is N® 155 bewezen. 
Verder is nu ook 

ZE = EG, 
maar 

Z G = B Z, 
dus is 

B Z = 2 Z E, 

waardoor tevens de juistheid van N^ 156 blvJkt. 

Om eindeltJk een derde bewtjs voor de beide eigenschappen 155 en 
156 te geven, zullen wij het eerst deze laatste aantoonen. 

Gegeven: AF=FB, BD=z=DC. 

Tebewjjzen: A0 = 20D. 

BewQs: Vereenigt men D met F, dan 
is deze rechte volgens N® 141 evenwijdig 
met AC. Maar volgens N® 139 is dan in 
A ABC 
Fig. 154. FD:ACi=BD:BC=:l:2, 

en volgens dezelfde stelling is in A A O C 

0D:0A=:FD:AC = 1:2, 

derhalve 

O A = 2 O D. 
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Fig. 155. 



De zwaartelfln uit C verdeelt dus die uit A in twee stukken, die 
zich verhouden als 2:1. Maar in dezelfde verhouding zal ook de 
zwaartelfln uit B getrokken de rechte AD verdeelen; dus moeten de 
zwaarteltjnen uit O en B door hetzelfde punt van A D gaan. 

82. Een der fraaiste toepassingen van de theorema's van Menelaus 
en de Ceva is de volgende. 

De figuur, die ontstaat, als men alle zyden van een vierhoek ver- 
lengt, tot zy elkander op alle mogelijke wijzen snjjden, heet volledige 
vierhoek. 

Elke zijde zal de drie andere sneden; de vier z|jden zouden dus 
4X3=12 snijpunten opleveren. 
Maar dan is elk snijpunt dubbel 
geteld, want het punt E in neven- 
staande figuur b. V. is dan een- 
maal geteld als snijpunt van AB 
met DC en een tweede maal als 
snijpunt van D C met A B. Er zijn 
dus totaal slechts 12 : 2 n^ 6 ver- 
schillende snijpunten. (A, B, C, D, 
E, F in fig. 155). Deze worden de 
hoekpunten van den volledigen 
vierhoek genoemd. 

Elke rechte, die twee hoekpunten verbindt, en geen zflde is, heet 
diagonaal. Deze zijn ten getale van drie aanwezig, namelijk A G, 
BD en EF. 

Eigenschap 157. Vereenigt men een hoekpunt van een volledigen 
vierhoek met het snijpunt der beide niet in dat hoekpunt uitkomende 
diagonalen j dan snijdt deze rechte een zijde van den volledig en vier- 
hoek in een punt, dat tot de drie op die zijde gelegen hoekpunlen 
harmonisch is. 

Te bewezen: 

GD_FD 
GA~FA* 

Bew\j8: Beschouwt men in 
A A E D de rechte B F als snij- 
lijn, dan is volgens N<* 150 

BAXCEXFD= 

BExCDXFA, 

en omdat de rechten AC, DB, 
E Q in dienzelfden driehoek door 
één punt gaan, is volgens N® 152 
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BAXCEXGD = BEXCDXGA. 

Door de deeling van deze twee vergelijkingen ontstaat 

FD_F A 
GD~aA' 

dus liggen de punten F en G harmonisch tot D en A. 



VraaffstnkkeiL 

231. Op de ztJden AB=13 cM., BC = 14cM., van een driehoek 
ABCis^aarin GA = 15 cM. is, neemt men stukken AD = 8 cM. en 
BEi=i^ cM. Bereken de stukken, waarin de rechte DE de l\jn CA 
verdeelt. 

En als men CD en A E trekt, die elkander in F snijden, bereken 
dan de stukken, waarin CA door BF verdeeld wordt. 

232. In A A B C neemt men op de zijde A B = 10 cM. een stuk 
A D = 7 cM. ; op het verlengde van B C = 15 cM. neemt men een 
stuk CF = 4 cM. Bereken de stukken, waarin CA door de rechte 
D E verdeeld wordt. 

En als men C D en A E trekt, die elkander in F snijden, hoe groot 
ztjn dan de stukken, waarin AC door de rechte BF verdeeld wordt? 

233. Op de beenen van den overstaanden hoek van L A van A ABC 
(AB = 3 cM, BC = 5 cM., CA = 6 cM.) neemt men AD (in het 
verlengde van B A) = 2 cM. en A E m: 4 cM. Bepaal de stukken, 
waarin BC door DE verdeeld wordt. 

En als men C D en B E trekt, die elkander in F snijden, bereken 
dan ook de stukken, waarin AF de zijde BC verdeelt. 

234. Op de zijden BC, CA van A ABC neemt men d^ punten 
D en E aan, zoodanig, dat B D : D C = m : n en C E : E A = p : 3. 
Bereken de verhoudingen, waarin de rechten AD en BE elkander 
verdeelen. 

235. In driehoek ABC snijdt de doellijn van L A de overstaande 
zijde in D, terwijl M het midden van C A is. Als nu D M het verlengde 
van BF in E snijdt, vraagt men EB uit te drukken in de zijden 
BC = a, CA = 5, AB = c cM. ^ 

236. Bewijs, dat de rechten, die de hoekpunten van een driehoek 
verbinden met de raakpunten op de overstaande zflden met den inge- 
schreven cirkel door één punt gaan. 

237. Bewijs, dat de middens der drie diagonalen van een voUedigen 
vierhoek op een rechte liJn liggen. 
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238. Als uit een punt op het verlengde van een diagonaal van een 
"Vierhoek twee rechten getrokken worden, die elk twee zflden van den 
vierhoek sneden, dan ontstaan acht stukken, zoodanig, dat het product 
van vier deelen, die geen eindpunt gemeen hebben, gel^k is aan het 
product der vier overige stukken. 

239. Noem en bewys het omgekeerde dezer stelling. 

240. Geldt de vorige stelüng ook, als het punt niet op het verlengde 
Tan de diagonaal, maar op de diagonaal zelve aangenomen wordt? 

241. Trekt men door een punt P rechten evenwijdig aan de zijden 
•van een parallelogram, dan ontstaan door de doorsnyding met die 
zilden vier parallelograms. De diagonalen van twee niet opeenvolgende 
^ezer parallelograms, die niet door P gaan, sneden elkander op een 
diagonaal van het gegeven parallelogram. 

242. De afstand van twee punten A en B bedraagt 25 cM. Een 
punt C is op de rechte AB zoodanig gelegen, dat ACz=:20 cM. 
Bereken den afstand tot A van het vierde harmonische punt. 

243. In A A B C gaan de rechten AD, BE, CF, die A, B, C met 
-de Qp BC, CA, AB gelegen punten D, E en F verbinden, door één 
punt. Bewtis, dat de snflpunten van D E en A B, E F en B C, D F en 
-AC op één rechte liggen. 

244. Een rechte sntjdt de zyden B C, C A en A B van A A B C of 
hare verlengden achtereenvolgens in D, E en F. Men verbindt het 
snijpunt van AD en BE met het hoekpunt C, dat van BE en CF 
met A, eindelJtjk dat van AD en CF met B. Bewfls, dat deze drie 
vereenigingsltjnen door één punt gaan. 
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GELIJKVORMIGHEID VAN DRIEHOEKEN. 

83. Men noemt twee driehoeken geljükvormig, indien elk paar 
zijden van den eenen driehoek evenredig is met een paar zQden van 
den anderen. 

Dat twee driehoeken ABC en D E F gelijkvormig ztjn, duidt men 
aan door de schryfwtjze: 

A ABCcoA DEF. 

Zyn twee driehoeken gelijkvormig, dan behoort bQ ledere zjjde vai^ 
A A B C een bepaalde z;Jde van A D E F, zóó dat de verhouding van 
die twee rechten dezelfde waarde heeft, onverschillig welk paar z^den 
men kiest. Twee zoodanige by elkander behoorende ztJden der twee 
driehoeken worden geltJkstandige ztJden genoemd. 

Geiykstandlge hoeken zyn hoeken, die door twee paren gelök- 
standige z\Jden ingesloten worden en geliJkstandige hoekpunten 
z^n de hoekpunten van gel^'kstandige hoeken. 

Eigenschap 158. Twee gelijkzijdige driehoeken zijn gelijkvormig, 

Eigensohap 159. In gelijkvormige driehoeken zijn twee gelijkstandige 
hoeken gelijk, 

^ Gegeven : 

BC:EF=CA:FD=: 
G/ \ / . \ AB:DE. 

Te bew\jzen: 

LA=LD, 
LB=LE, 
LCzziLF. 

Bew^s: Past men 
op AB een stuk AG af, dat geltjk is aan DE en trekt GH||BC,. 
dan is volgens N® 139 

BC:GH = AC:AH = AB:AG. 
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Vergelijkt men deze betrekking met het gegevene, dan blflkt, dat 

AH = DF en HG = FE 
^. Dus is 

' AAÖH^ADEF, 
en hieruit volgt 

LA=LDen LAaH=LE. 

Maar, omdat G H || B C is, zal ook 

L AGH=:LB 
zjjn, dus is ook 

LB=LE. 

84. Men kan ook tot de gelijkvormigheid van twee driehoeken 
besluiten, zonder dat gegeven is, dat alle zijden van den eenen driehoek 
evenredig zyn met die van den anderen. Hiertoe dienen de eigen- 
schappen 160 — 162. 

Eigensohap 160. Twee driehoeken zijn gelijkvormig, als de hoeken 
van den eenen gelijk zijn aan die van den anderen. 

Gegeven : 

LA=LD, 
LB=LE, 
L C = L F. 

Te bewüzen: 

AB:DE = BC:EF=: 
A C : D F. 

Bew\js : Neemt men op 
AB een stuk AG:=DE en trekt GH||BC, dan is 

LAGH=LB, 

maar volgens het gegevene is 

LB=LE, 
dus is 

L AGH=LE. 

De driehoeken A G H en D E F ztjn nu volgens N® 43 congruent en 
hebben dus gelflke zijden. Maar volgens N® 139 ztjn de zyden van 
A A G H evenredig met die van A A B O, dus ztjn ook de zflden van 
A D E F evenredig met die van A A B C. 

Bijzondere gevallen hiervan ztjn: 

Twee rechthoekige driehoeken zjjn gelijkvormig, als z\] één paar 
scherpe. hoeken gelQk hebben. 

Twee geiykbeenige driehoeken zfln gelijkvormig, als zy óf gelyke 
tophoeken óf een paar gelvjke basisboeken hebben. 
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Eigensohap 161. Twee driehoeken zijn gelijkvormig, ah een paar 
zijden van den eenen driehoek evenredig is met een paar zijden van den 
anderen en als de hoeken, door die zijden ingesloten, gelijk zijn. 

Gegeven: 

AB:DE = AC:DF, 
LA=LD. 

Te bewyzen: 

BC:EF = AB:DE. 

Bew^s : Neemt men op 
AB een stuk AÖ = DE 
en trekt GH||BC, dan 
is volgens N<^ 139 

AB:AG = AC;AH, 

en in verband met het gegevene, besluit men dus, dat 

AH = DF 
is, zoodat volgens N® 42 

A AGH^DEF 

is. Maar de zflden van A A G H zt|n evenredig met die van A A B C 
(volgens N® 139), dus geldt hetzelfde van de zjjden der driehoeken 
D E F en A B C. 

Eigensohap 162. Twee driehoeken zijn gelijkvormig, als twee zijden 
van den eenen evenredig zijn met twee zijden van den anderen en een 
paar hoeken over een paar gelijkstandige dier evenredige zijden gelijk 
zijn, mits het paar hoeken over het andere paar gelijkstandige zijden 
van dezelfde soort zij. 

B ^jr Gegeven: 

AB:DE = AC:DF, 
LC=LF, 
L B en L E 
ztJn scherp. 

Te bewijzen:- 
BC:EF = AB:DE. 
Bewijs : Neemt 
men op A C een stuk 
OHz=DF en trekt HG||AB, dan volgt uit N^ 139 

AB:HG = AC:HC 
-en in verband met het gegevene besluit men dus 

HG = DE. 
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Maar, omdat H G 1 1 A B is, zal 

LHGC = LB 

isyn, dus is L H G C scherp en men kan nu volgens N® 46 besluiten, dat 

A HGC^ A DEF 

is. Volgens N® 139 zt)n dan weder de zflden van A H G C of van 
A I> E F evenredig met die van A A B C. 

Uit het vorige biykt, dat men de verschillende gevallen van gelijk- 
vormigheid van twee düiehoeken uit die der congruentie kan verkrij- 
gen, door in deze laatste de gelijkheid der ztjden door evenredigheid 
^erzelfde ztjden te vervangen. 

85. Als een evenredigheid van lynen bewezen moet worden, heeft 
men nu over twee hulpmiddelen te beschikken, namelijk men kan 
aantoonen, dat die lynen voorkomen by de snijding van evenwijdige 
rechten door andere rechten, of dat zQ voorkomen als gel\jkstandige 
zijden in gelijkvormige driehoeken. Hetzelfde geldt, wanneer de gelijk- 
heid van twee producten moet worden aangetoond. 

Een eenvoudige toepassing is b. v. 

Eigensohap 163. Twee hoogtelijnen in een driehoek zijn omgekeerd 
-evenredig met de zijden, waarop zij zijn neergelaten. 

Gegeven : A D J_ B G, 

B E J_ A C. 

Te bewijzen: AD:BE = AC:BC. 

Om het gestelde te bewijzen heeft men 
«lechts te laten zien, dat de driehoeken 
A D C en B E C gelijkvormig zfln. Dit is 
inderdaad waar, want zij hebben L C ge- 
meen en beide zijn rechthoekig. Dus zijn 
•de zijden over gelijkstandige hoeken evenredig, of 

AD:BE = AC:BC. ^ 

Eigensohap 164. De drie hoogtelijnen van een driehoek gaan ) 
'door één punt. 

Gegeven: ADJ_BC, 
BE_LCA, 
CFJ_AB. FZ 

Te bewezen» AD, BE, CF gaan 

door één punt. 
3ew1J8: Uit AADCco ABEC volgt: 

DC_AC 

ËC""BC* 
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Evenzoo besluit men uit de gelijkvormigheid van de driehoeken 
A B D en B C F 



FB 

db' 



BC 
^AB' 



en daar A A B E co A A F C is, zoo is eindeiyk nog 



EA 

fa' 



AB 
A~C 



Door vermenigvuldiging der overeenkomstige leden van deze drie 
vergel^kingen ontstaat dan 



DCXEAXFB 
DBXECXFA 



= 1, 



hetgeen slechts bewezen moest worden om volgens N® 153 te kunnen 
besluiten, dat AD, BE, CF door één punt gaan. 
Wfl deelen voor dezelfde eigenschap nog een tweede bewijs medej 

B_ A' Trekt men door A, B, C 



(fig. 164). 




Fig. 162. 



rechten, die achtereenvolgens 
evenwijdig zyn met de over- 
staande ztJden BC, CA, AB 
en die na genoegzame verlen- 
ging een driehoek A'B'C' vor- 
men, dan zyn er verschillende 
parallelograms ontstaan. Uit 
het parallelogram A C A' B volgt 

AC = BA', 

en uit het parallelogram A C B C' 
volgt evenzoo 

A C z= C' B, 

C'BzziBA'. 

Verder staat BEJ_AC, dus volgens N<> 15 is BEj_A'C'. BE deelt 
dus A'C' loodrecht middendoor en evenzoo zullen AD en CF de 
ztJden B'C', A'B' loodrecht halveeren. Volgens N<> öj^gaan AD, BE, 
CF dus door één punt. 

Het snflpunt der hoogtelvJnen wordt het hoogtepunt of ortho- 
centrum van den driehoek genoemd. 

Vereenigt men de voetpunten der drie hoogtelijnen van een driehoek, 



dus is 



I 
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dan ontstaat een nieuwe driehoek, die de voetpuntsdriehoek of 
de orthocentrische driehoek van den eersten heet. 

Eigensohap 165. De buiten den voetpuntsdriehoek gelegen deelen 
van den oorsprankelijken driehoek zijn gelijkvormig met dezen. 

Gegeven : A D JL B C, 

B E J_ A C, 
CF_LAB. 

Te bewtjaen : AAEFcoABC, 
ABFDcoAABC, 
ACDEcoAABC. 
Bew\js: Omdat 

AAPCcoAABE t'ig. 163. 

is, bestaat de evenredigheid 

AE:AF = AB:AC. 

Dus ztjn de driehoeken AEF en ABC volgens N° 161 gelijkvormig. 

Evenzoo bewijst men de gelijkvormigheid van de driehoeken BFD 
^n ODE met A ABC. 

Uit deze gelijkvormigheid volgt verder, dat 

LAEF=LABCen LAFE=LACB 

is. Dientengevolge noemt men de rechte EF antiparallel met BC 
ten opzichte van L A. 

Evenzoo is F D antiparallel met A C ten opzichte van L B en D E 
met A B ten opzichte van L C. 

Een onmiddellijk gevolg hiervan is nog 

Eigensohap 166. De hoogtelijnen van den oorspronkelijken driehoek 
deelen de hoeken van den voetpuntsdriehoek middendoor. 

Trekt men namelijk de vergelijking 

L AEF= LDEC 
LAEB=LBEC 

LFEB=LBED. 

86. Als de driehoeken ABC en A' B' C' gelijkvormig zijn, ter' 
A', B en B', C en C' geliJkstandige hoekpunten zijn, en men ' 
op twee geliJkstandige zijden B C en B' C' punten D en D' 
dat, terwijl men de teekens der rechten in aanmerking • 

DB:DC = D'B':D'C', 

is, dan noemt men D enD' geliJkstandige p 
standige zijden BC en B' C'. 



van de volgende 

af, dan is de uitkomst 
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Twee snyiijnen, in twee gelijkvormige driehoeken getrokken^ 
heeten geiykstandig, als zij geiykstandige zijden in geiykstandige 
punten ontmoeten. 

Eigenschap 167. Snijden twee rechten in twee gelijkvormige drie- 
hoeken twee paar gelijkkandige zijden in gelijkstandige punten, dan 
snijden zij ook het derde paar gelijkstandige zijden in gelijkstandige 
punten. 

G-egeven : 
BCiB'C'zz: 
CA:C'A'=AB:A'B'. 

EDF en E'D'F' 

zün twee rechten 
zoodanig, dat 

DC:DB=D'C':D'BV 
EA;EC = E'A':E'C'. 




Fig. 164. 

Bewjjs: Volgens N® 150 is 

FB EA PC 
FA Ê^ DB 



Te bewezen: 

FA:FB=F'A':F'B'. 



= 1, 



en 



dus 



F'B' E'A' D'0' 



F'A' E'C' D'B 






FB EA JDC_F'B' E'A' D' C' 
FA ËC DB""rT Ë^ B^" 

en uit het gegevene volgt nu onmiddellijk 

F B F' B' 



FA F'A 

Eigensphap 168. Gelijkstandige rechten in gelijkvormige driehoekem 
snijden van deze gelijkvormige driehoeken af. 

Gegeven in fig. 164 : B C : B' C' = C A : C' A' = A B : A' B', 
D C : D B = D' C' : D' B', 
E A : E C = E' A' : E' C'. 
Te bewijzen : A D E C a> a D' E' C'. 

BewtJB: Uit D O ; D B = D' C' : D' B' 

volgt, door middel van een eigenschap der evenredigheden, 

D C : C B = D' C' : C' B' of D C : D' C' = C B : C' B'. 
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Evenzoo vindt men 

EC:E'C'=:AC:A'C'. 

Maar wegens het gegevene is 

C B : C' B' = A C : A' C', 
dus is ook 

D O : D' C' = E C : E' C'. 

Verder is L C= L C', dus 

A D E C co A D' E' C' volgens N» 161. 

Hieruit volgt nu onmiddellijk: 

Eigensohap 169. Gelijkstandige rechten in gelijküormige driehoekerr 
vormen met gelijkstandige zijden gelijke hoeken. 

Verder heeft men 

Eigensohap 170. De stukken van gelijkstandige rechten in gelijkvor— 
mige driehoeken, die door gelijkstandige punten op gelijkstandige zijden 
begrensd worden, zijn evenredig met gelijkstandige zijden. 

Bew\j8: In fig. 164 is bewezen, dat A DEC oo A D'E'C' is, dus 

D E : D' E' = C E : C' E'. 

Maar ook is in N® 167 bewezen, dat 

C E : C' E' = A C : A' C' 
is, derhalve 

D E : D' E' = A C : A' C'. 

Trekt men in twee gelijkvormige driehoeken twee paren gelijkstan- 
dige rechten, dan worden de snijpunten van deze rechten gelijk- 
standige punten in de gelijkvormige driehoeken genoemd.. 

Het meest komen gelijkstandige rechten 
voor, die door gelijkstandige hoekpunten ge- 
trokken worden. Deze zullen dus de over- 
staande zyden in gelijkstandige punten snyden. 

Is b.v. in fig. 165 

A A B C a> A A' B' C', 

en bovendien 

DA:DC = D'A':D'C', 

dan zullen BD en B'D' gelijkstandige rech- 
ten zijn. 
Hieruit volgt: 
^ Zwaartelijnen in gelijkvormige driehoeken, 
uit gelijkstandige hoekpunten getrokken, zfln 
gelijkstandige rechten; 
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De zwaartepunten van gelijkvormige driehoeken zfln gelflkstandige 
punten. 

Eigensohap 171. Twee rechten^ uit gelijkstaruUge hoekpunten in 
twee gelijkvormige driehoeken zoodanig getrokken, dat zij met géUjk^ 
standige zijden gelijke hoeken vormen^ zijn gelijkstandige rechten. 

Hierin moet men echter bfl de bepaling dier hoeken er op letten, 
dat de geltjkstandige rechten ook in geltJkstandige richtingen door- 
loopen worden, b.v. de gelflkstandige rechten A C en A' C' in fig. 166 
mogen niet door A C en C' A' vervangen worden. 

G-egéven : A A B C co A A' B' C', 
LADB=LA'D'B'. 
Te bewtizen: D A : D C = D' A' : D' C'. 
Bewtis: Uit het gegevene volgt: 
LA=L A' en L ADBz= L A'D'B', 

dus is 

A A B D co A A' B' D', 
derhalve 

D A : D' A' = A B : A' B'. 

Evenzoo is A O B D co A C' B' D', dus 

D C : D' C' = B C : B' C'. 
Maar, omdat 

AB:A'B' = BC:B'C' 
is, heeft men dan ook 

D A : D' A' = D C : D' C', 
of DA:DC = D'A':D'C'. 

Bijzondere gevallen hiervan z^jn : 

Hoogtelflnen, uit geiykstandige hoekpunten in gelijkvormige drie- 
hoeken getrokken, zfln geltJkstandige rechten. 

Doellijnen van gelijkstandige hoeken in gelijkvormige driehoeken 
2 ijn gelijkstandige rechten. 

En hieruit volgt dan weder verder : 

De hoogtepunten van gelijkvormige driehoeken zijn gelijkstandige 
punten in die driehoeken. 

De middelpunten van de ingeschreven cirkels van gelijkvormige drie- 
hoeken zijn geliJksWdige punten. 

Wij vermelden ten slotte, het bewijs aan den lezer overlatende, 

Eigensohap 172. Rechten, die door twee paren gelijkstandige pun- 
ten in gelijkvormige driehoeken begrensd worden, zijn evenredig met 
een paar gelijkstandige zijden. 
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Vraagstukken. 

245. Van AABC is AB = 12 cM., B C = 17 cM., CA = 20 cM. 
Als nu A D E F gelijkvormig is met AABC en de grootste ztjde 
van dezen driehoek 35 cM. bedraagt, hoe groot z\jn dan de andere zfl den? 

246. Van AABC is AB=:17 cM., BC = 2 dM. en CA=13 cM. 
Jn A D E F, die' gelijkvormig is met AABC, bedraagt het verschil 
van de grootste en de kleinste zyde 1 dM. Bereken de z^den van 
A DEF. 

247. Tv^ee geiykbeenige driehoeken zijn gelijkvormig, als de bases 
•evenredig z^jn met de hoogtel\jnen op deze. 

248. Twee geiykbeenige driehoeken z\Jn geiykvormig, als de bases 
-evenredig zyn met de hoogteltJnen op een paar beenen. 

249. Twee driehoeken z|jn gelijkvormig, als z^j een hoek gelijk 
hebben, benevens de verhouding, waarin de deellfln van dien hoek de 
overstaande zyde verdeelt. 

250. Twee driehoeken zyn gelijkvormig, als de hoogteljjnen twee 
aan twee evenredig z|jn. 

251. De loodltjnen, uit het midden van een zflde van een driehoek 
•op de beide andere zyden neergelaten, verhouden zich omgekeerd als 
•de ztjden, waarop zy getrokken ztjn. 

252. Trekt men in een rechthoekigen driehoek de loodltjn uit het 
hoekpunt van den rechten hoek op de hypothenusa, dan ontstaan twee 
driehoeken, die gelijkvormig zyn met den geheelen driehoek. 

253. Trekt men in een parallelogram ABCD uit het hoekpunt A 
•een rechte, die B C, B D en C D (of de verlengden) in E, F, G- snydt, 
dan is A F middenevenredig tusschen F E en F Gr. 

254. Op de basis A B van een geiykbeenigen driehoek ABC neemt 
men stukken AD=BE, die elk geljjk zjjn aan een der beenen. Bewtjs, 
•dat CE middenevenredig is tusschen EB en EB. 

255. Binnen een hoek ABC trekt men twee rechten BD en BE, 
zoodanig, dat L A B D = L C B E. Is P een punt op B D en Q een punt 
op B E, dan verhouden zich de loodlynen, uit P op B A en B C neer- 
:gelaten, als de loodlynen, uit Q op B C en B A getrokken. 

(De rechten BD en BE noemt men isogonaal verwant ten opzichte 
Tan L A B C.) 

256. Yorm, noem en bewfls het omgekeerde der vorige stelling. 

257. Als men in een AABC drie rechten A D, B E en C F trekt, 
•die door één punt gaan en nu A D', B E', C F' zoodanig construeert, 
-dat zö isogonaal verwant tot de vorige rechten zyn ten opzichte van 
de hoeken van den driehoek, dan zullen AD', BE', CF' door één 
punt gaan. 

I. 10 
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258. Als D, E, F de voetpunten der hoogteiynen zgn, uit de hoek- 
punten A, 6, C van een driehoek getrokken, en M is het midden 
van DE, dan zullen de loodiynen, uit eenig punt van de rechte 
CM op de ztjden CA en C B neergelaten, zich verhouden als diezgden, 

269. Bewt)s, dat de rechten, die de hoekpunten van een driehoek 
vereenigen met de middens der zijden van den voetpuntsdriehoek,. 
isogonaal verwant zfln tot de zwaarteltJnen van A A B O. 

(De isogonaal verwante tot een zwaartel^n heet aymmedUmn), 

260. BewtJs, dat de symmedianen van een driehoek door één punt 
gaan (punt van Lemoine). 

261. Bew^s, dat de stralen van de ingeschreven cirkels van twee- 
gelijkvormige driehoeken evenredig ztjn met een paar geitjkstandige^ 
ztjden. 

262. BewtJs, dat de stralen der omgeschreven cirkels in twee gelijk- 
vormige driehoeken evenredig zQn met een paar gel^kstandige zijden. 

263. BewtJs, dat de rechten, die in twee gelijkvormige driehoeken 
gelflkstandige ztjden loodrecht middendoor deelen, gelflkstandige rech- 
ten ztjn. 
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Hieruit volgt 

L B A C = L B' A' C' en A C : A' C' = A B : A' B'. 
Maar volgens het gegevene is 

L B A E = L B' A' E' en A B : A' B' = A E : A' E', 
dus is ook 

L C A E = L C' A' E' en A C : A' C' ±=1 A E : A' E', 

zoodat volgens N<^ 161 ook A CAEco a C'A'E' zal ztjn. Op dezelfde 
wiJze toont men nu aan, dat 

A D C E co A D' C' E' 
is. 

Men bewflst gemakkelijk evenals by de congruentie van veelhoeken : 

Eigenschap 174. Jwee veelhoeken zijn gelijkvormig, als zij kunnen 
worden samengesteld uit driehoeken, die twee aan twee gelijkvormig zijn 
en op dezelfde toijze aan elkander sluiten, mits de verhouding voor elk 
paar gelijkstandige zijden in al die gelijkvormige driehoeken dezelfde is, 

88. De gevallen van gelijkvormigheid van twee w-hoeken worden 
eenvoudig verkregen door in de gevallen van congruentie, in § 59 ge- 
noemd, de gelijkheid der zflden door evenredigheid der ztjden te ver- 
vangen. Als voorbeeld bewezen wy alleen het geval 

Eigensohap 175. Twee n-hoeken zijn gelijkvormig, als n — 1 zijden 
van den eenen evenredig zijn met n — 1 zijden v^n den anderen 



en 



door die zijden ingesloten hoeken gelijk zijn. 



C3^ge 




saven : 

AB:A'B' = 
B C : B' C' = 
C D : C' D' = 
D E : D' E'. 
LB = LB', 
LC=LC', 
L'DrzzLD'. 
Te bewijzen: 
D E : D' E' zz: 
A E : A' E', 



LAi=LA', LE=LE'. 



Bew^s: Volgens het gegevene en W 161 is A A B C co A A' B' C' ; 
dus is 

A C : A' C' z= B C : B' C' en L B C A = L B' C' A'. 
Maar 

BC:B'C'zz:CD:C'D' en L B C D= L B' O' D', 

dus is ook 

A C : A' C' = C D : C' D' en L A C D = L A' C' D', 
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zoodat volgens N° 161 dan ook A A C D co A A' C' D' is. Op dezelfde 
manier biykt, dat A A D E co a A' D' E' is en hieruit volgt dan 

AE:A'E' = DE:D'E' en LE = E'. 

De veeliioeken hebben nu n— 1 hoeken geiyk, dus ook den laatsten 
hoek, d. i. L A z= L A'. 



Vraagstukken. 

264. Twee ruiten zfln gelijkvormig, als de diagonalen van de eene 
evenredig zijn met die van de andere. 

265. Twee regelmatige n-hoeken z|jn gelijkvormig. 

266. Twee rechthoeken z^Jn geiykvormig, als de verhouding van een 
diagonaal tot een zQde in beide figuren dezelfde waarde heeft. 

267. Twee vierhoeken zjjn gelijkvormig, als zy alle zijden evenredig 
hebben en één hoek gelijk, mits de gegevens in beide figuren in 
dezelfde orde op elkander volgen. 

268. Twee trapezia ziJn gelijkvormig, als ziJ de zijden evenredig 
hebben. 

269. Twee trapezia zign gelijkvormig, als zij de hoeken aan de basis 
gelijk hebben en de Ipsés met een paar gelijkstandige opstaande zijden 
evenredig zijn. * 

270. Is ook de volgende stelling waar: 

Twee trapezia zijn gelijkvormig, als zij de hoeken aan de basis gelijk 
hebben, terwijl de evenwijdige zijden van de eene figuur met die der 
andere figuur een evenredigheid vormen? 
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89. Werkstuk 
verdeelen. 



WERKSTUKKEN. 
22. Een gegeven rechte in eenige gelijke deelen te 




Fig. 168. 



Analyse: Zfl AB de gegeven 
rechte, die door de punten C en 
D in drie geiyke deelen verdeeld 
worde. 

Trekt men uit een der uit- 
einden, b. V. uit A, een wille 
keurige rechte van onbepaalde 
lengte en meet daarop drie 
willekeurige, doch gelijke, stuk- 
ken A E, E F en F G af, dan ztJn 
volgens N<^ 140 de rechten C E, D F en B G eveüwfldig. 

Uitvoering: Trek uit A een willekeurige rechte en meet hierop 
drie willekeurige maar geltjke stukken A E, E F en F G af. Vereenigt 
men nu G met B en trekt uit F en E rechten ||BG, dan wordt 
daardoor AB in drie gelflke deelen verdeeld. 
Bewijs: De juistheid der constructie biykt uit N<^ 132. 
Werkstnk 23. Een gegeven rechte te verdeelen in eenige deelen^ 
die zich als gegeven rechten verhouden. 

Wy geven slechts de 

Analyse: Zy AB de ge- 
geven rechte, die in C en D 
verdeeld worde in drie stuk- 
ken AC, CD en DB, die 
zich verhouden als de gege- 
ven rechten p, g, r. 

Trekt men uit een der uit- 
einden, b. V. uit A, een wille- 
keurige rechte en meet hierop 
^ achtereenvolgens stukken 
AP, PQ en QR af, die geiyk 
z\jn aan p, q, r, dan zullen de 



X 



-.B 



a^^ 



Fig. 169. 
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rechten CP, DQ en BR volgens W 140 evenwijdig moeten zyn- 
Werkstuk 24. Tot drie gegeven rechten de vierde evenredige te 

'Construeeren. 

Analyse : Z\jn a, b, c de drie gegeven rechten en is x de vierde 

-evenredige, zoodat 

a:b=:c:Xj 

<lan zal het mogelijk z^jn een driehoek te construeeren, met een rechte 
evenwijdig aan de basis, die de eene opstaande zijde in de stukken 
•a en & en de andere in de stukken c en x verdeelt. 

Uitvoering : Neem een willekeurigen hoek Q P ï^ en meet op een 
der beenen, b. v. op P Q, achtereenvolgens de stukken P A = a en 




Fig. 170. 

AB = b af. Neem verder op het andere been PR een stuk PC = c. 
Yereenigt men nu A met O en trekt uit B een rechte 1 1 A C, die 
PR in D snijdt, dan is OD = rc. 

Bewijs: De juistheid der* constructie blijkt uit N<^ 137. 

Opmerkingen: 1® Men kan de stukken & en c verwisselen. 

2® Men zou ook de constructie kunnen uitvoeren door P A = a, en 
P B = 5 op P Q af te passen, daarna op P R een stuk P C = c te 
nemen en, na C met A vereenigd te hebben, uit B een rechte ||AG 
te trekken, die PR in D snijdt. Dan zou PD = a; zijn. 

90. Werkstnk 25. Tot drie op een rechte gegeven punten het 
vierde harmonische punt te bepalen. 

De constructie is een onmiddellijke toepassing van N® 157. ZiJn 
A, B, C de drie gegeven punten, en beschouwt men A en C als 
toegevoegde punten, dan vereenige men een willekeurig punt P 
buiten de rechte AC met A, B, 0. Trekt men nu een willekeurige 
rechte uit A, die PB in Q en PC in R snijdt en vereenigt C met 
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Q, waardoor op PA het punt S ontstaat^ 
dan snydt SR het verlengde van AC in 
het gezochte vierde harmonische punt D. 

Opmerking: Deze constructie is een 
der merkwaardigste uit de planimetrie^ 
omdat voor hare uitvoering uitsluitend do 
liniaal benuttigd wordt. 

Zoodanige constructies worden prqjectieve 
genoemd in tegenstelling met die, welk& 
de aanwending van den passer vorderen^ 
d. z. metrische, constructies. 



Vraagstukken. 

271. Verdeel een gegeven rechte in vyf geiyke doelen. 

272. Op een rechte AB een punt C te bepalen, zóódat CB en AB 
zich verhouden als twee gegeven rechten. 

273. Op het verlengde van een rechte AB een punt C te bepalen,, 
zóó dat CB en CA zich verhouden als twee gegeven rechten. 

274. Als a, &, c gegeven rechten zfln, verlangt men x te constru- 
eeren uit 

x:a=zb:c, a:x=zb:Cf a:b = x:c, 

275. Door een gegeven punt P, binnen of buiten een hoek gelegen, 
een rechte te trekken, zoodat de stukken dier rechte van P tot aan 
de snijpunten met de beenen van den hoek een gegeven verhouding 
hebben. 

276. Door een gegeven punt een rechte te trekken, die van de 
beenen van een hoek stukken afsnQdt, die een gegeven verhouding 
hebben. 

277. Gegeven drie door één punt gaande rechten. Gevraagd een 
rechte te construeeren, waarvan door dit drietal twee geljjke stukken 
worden afgesneden. 

278. Gegeven drie door één punt gaande rechten. Gevraagd een 
sni|l\jn te construeeren, zoodat de stukken, die daarvan door de 
gegeven rechten afgesneden worden, zich verhouden als twee ge- 
geven HJnen. 

279. Op de beenen van een hoek neemt men van het hoekpunt af 
twee stukken B A = 12 cM. en B C zzz 20 cM. en op de beenen van den 
overstaanden hoek neemt men BD = 8 cM. in het verlengde van BA 
en trekt verder BE zoodanig, dat LEDB=L ACB. Hoe lang is BE? 
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280. Een driehoek te construeeren, als gegeven zyn een zflde en 
de stukken, waarin een der andere zyden verdeeld wordt door de 
doellijn van den overstaanden hoek. 

281. Een driehoek te construeeren, als gegeven zyn de basis en de 
tophoek, terwyl de opstaande ztjden zich verhouden als twee gegeven 
rechten. 

282. Een driehoek te construeeren, als gegeven zyn twee zyden en 
de som of het verschil der hoogtelynen op deze zflden. 

283. Een driehoek te construeeren, als gegeven zfln twee hoogte- 
lynen, en de som of het verschil van de zijden, waarop die hoogte- 
IJjnen getrokken zyn. 

284. Construeer een vierhoek, die gelijkvormig is met een gegeven 
vierhoek, als de som der zijden bovendien gegeven is. 

285. Een parallelogram te construeeren, als gegeven zijn de som 
der zijden en de afstanden van elk paar overstaande zijden. 



HOOFDSTUK XVIIl. 



VERDERE TOEPASSINQ DER GELIJKVORMiaHEID VAN 
DRIEHOEKEN. BEREKENING VAN RECHTEN. 

91. Tot de belangrijkste toepassingen van de gelijkvormigheid der 
driehoeken behooren ongetwijfeld de in dit hoofdstuk volgende eigen- 
schappen, al kan de voornaamste stelling, die hiertoe behoort, het 
theorema van Pythagoras, dan ook langs geheel anderen weg (zie 
Hoofdstuk XIX) afgeleid worden. Bü de hier aangenomen volgorde 
berust deze stelling op de volgende eigenschap: 

Eigenschap Ï76. In een reckthoekigen driehoek is elke rechthoekszijde 
middelevenredig tusschen de ht/pothenusa en hare projectie daarop. 

Gegeven : L C A B = 90° 

A D J_ O B. 

Te bewijzen: CD:CA=:CA:CB. 

Bewtjs: Om de gestelde evenredigheid te 
bewtjzen heeft men slechts aan te toonen, dat 

A CDAco A CAB. 

Deze driehoeken hebben den hoek O gemeen, 
terwtjl 
^S- 172. LCDA=LCAB=:90°. 

Uit de evenredigheid van de geltjkstandige zijden volgt nu het gestelde. 

Opmerking: Daar de beide driehoeken CAD en BAD elk met 

A A B C gelijkvormig ztjn, zoo zfln zy ook gelijkvormig met elkander 

en wel is 

LCAD=:LDBA, 

en 

LACD=LDAB, 

wat ook uit den loodrechten stand der beenen volgt. Dus kan men 
tot de evenredigheid besluiten 
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BD:AD = AD:DC, 
waardoor de nieuwe eigenschap verkregen is: 

Eigenschap 177. In een rechthoekigen driehoek is de hoogtelijn op 
de hypothenusa middelevenredig tusschen de deelen, waarin zij de 
hypothenusa verdeelt. 

De beide vorige evenredigheden geven tot de volgende vergelökingen 
aanleiding 

OA* = CDXCB en AD* = CDXDB, 

en kunnen dus ook als volgt in woorden uitgedrukt worden: 
In een rechthoekigen driehoek is het vierkant van een rechthoeks- 

zyde gelyk aan het product van hare projectie op de hypothenusa 

met de hypothenusa. 

In een rechthoekigen driehoek is het vierkant van de hoogteltjn op 

de hypothenusa gelijk aan het product der stukken, waarin ztj de 

hypothenusa verdeelt. 

92. Sigenschap 178. (Theorema van Pythagoras). In een recht- 
hoekigen driehoek is het quadraat van de hypothenusa gelijk aan de 

som van de quadraten der rechthoekszijden. 

Gegeven in fig. 1 72 : L C A B = 90°. 
Te bewezen: B C^ zz= A C^ -h A B^. 

Bewya: Volgens N<» 176 is 

A C* =: B C X C D, 
A B* = B C X B D. 
Door optelling ontstaat hieruit 

A C^ -h A B* = B C (C D -4- B D) = B C2. 

Het omgekeerde van deze eigenschap kan gemakkelijk indirect 
bewezen worden, namelyk 

Eigenschap 179. Als in een driehoek het vierkant van een der 
zijden gelijk is aan de som der vierkanten van de beide andere zijden, 
dan is die driehoek rechthoekig. 

H^t is verder niet moeiiyk rechthoekige driehoeken aan te geven, 
welker zyden door geheele getallen uitgedrukt worden. Want, wanneer 
men in de algebraïsche formule 

(p* 4- q^? = (p' — q^)^ -f- (2 p q)^ 

welker juistheid onmiddellijk blflkt, voor p en q geheele waarden aan- 
neemt, dan zullen jp* — q^ en 2pq rechthoeksztjden van een recht- 
hoekigen driehoek kunnen voorstellen, welks hypothenusa p* -f- q^ is. 
Neemt men nu b.v. p = 2, q=^l, dan wordt 

p^-^q^z=6, jp2_52_3^ 2p2=:4, 
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dus is een rechthoekige driehoek mogeiyk met de z\Jden 3, 4, 5 cM. 

Evenzoo wordt voor _p = 3, g = 2 

p2+g« = 13, p^^q^ = 6, 2pg=:12, 
waardoor een nieuwe rechthoekige driehoek verkregen is. 

93. Eigensohap 180. In een scheef hoekig en driehoek is het vierkant 
van een zijde over een stompen hoek gelijk aan de som van de vier- 
kanten der beide andere zijden, vermeerderd met het dubbel product 
van een dezer hmtste zijden en de projectie van de andere op die eene. 

In een scheef hoekigen driehoek is het vierkant van een zijde over 
een scherpen hoek gelijk aan de som van de vierkanten der beide 
andere zijden, verminderd met het dubbele product van een dezer 
laatste zijden en de projectie van de andere op die eene. 

Duidt men den driehoek door P Q R aan, dan is dus 

P Q*= Q R* -f- P R* 4- 2 P R X de projectie van Q R op P R, 
of 

P Q* = Q R* H- P R2 -f 2 Q R X de projectie van PR op QR, 

als P Q over een stompen hoek staat. 

Men kan beide stellingen tot één enkele samenvatten, als men het 
begrip invoert, dat de projectie van een zflde van een driehoek op een 
andere positief is, indien deze zyden een scherpen hoek insluiten en 
negatief, als de hoek tusschen de twee zijden stomp is, m. a. w. dat 
de projectie van een zyde op een andere positief is, zoolang de pro- 
jectie op die laatste z|jde zelve valt, daarentegen negatief, als de 
projectie op het verlengde der ztjde komt te liggen. De overgang tus- 
schen deze gevallen wordt dan natuurlijk gevormd door de onderstel- 
ling, dat de door de ztjden ingesloten hoek recht is, in welk geval de 
projectie van de eene zyde op de andere een enkel punt wordt en dus 
een lengte nul heeft. 

Houdt men dit in het oog, dan kan men geheel algemeen zeggen : 

In een driehoek is het vierkant van een zflde geljjk aan de som 
der vierkanten op de beide andere ztJden, verminderd met het dubbel 
product van één dezer laatste zyden en de projectie van de andere 
op die eene. 

Wy bewezen hier alleen het eerste deel der eigenschap (fig. 173). 

^j Gegeven : L A B C is stomp ; 

L ABD=:180^ CDj^AB. 

Te bewiijzen: 

AC^=:AB2-4-BO*-4-2ABxBD. 

Bew\j8 : Uit den rechthoekigen drie- 
hoek A O D volgt 

A C^ m A D* -4- C D^ 
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Maar AD = AB + BD, 

derhalve AC* = (AB-hBD)* + ODS 

en dus wordt 

AO* = AB2-f-2ABXBD + BD* + CD^ 

Hierin kan nu, zooals uit den rechthoekigen driehoek BOD bltjkt, 
B D * -h C D* door B C* vervangen worden, waarmede dan de eigen- 
schap bewezen is. 

Uit N" 180 blflkt dus: in een stomphoekigen driehoek is het vier- 
kant van de grootste zflde grooter dan de som der vierkanten van de 
beide andere z^den, terwyl in een scherphoekigen driehoek het vierkant 
der grootste z\]de toch steeds nog kleiner is dan de som der vierkanten 
van de beide andere. 

Men bewijst nu gemakkelijk indirect de omgekeerde stelling van N® 180. 

Eigenschap 181. JEen driehoek is stomp- of scherphoekig^ naarmate 
het vierkant van de grootste zijde grooter of kleiner is dan de som 
der vierkanten op de beide andere zijden. 

Deze eigenschap te zamen met N** 179 wordt toegepast om uit de 
gegeven grootte der zflden van een driehoek te besluiten of deze stomp-, 
recht- of scherphoekig is. 

Verder doet N® 180 steeds dienst om, als de drie zydeh van een 
driehoek gegeven zjjn, de projectie van een der zflden op een andere 
te berekenen. Is b.v. P Q R de driehoek en wil men de projectie van 
PQ op PR leeren kennen, dan schrijve men volgens N® 180 de for- 
mule voor de derde z^jde QR op, aldus 

Q R2 =z p Q2 -I- P R2 ± 2 P R X de projectie van P Q op PR, 

waarbtj men het bovenste of het onderste teeken neemt, naarmate 
Q R* grooter of kleiner is dan P Q* -f- P R^ 

94. De voorgaande eigenschappen stellen ons nu in staat verschil- 
lende rechten, die in een driehoek getrokken kunnen worden, te be- 
rekenen, indien de zft'den van den driehoek gegeven zjjn, zooals uit 
deze paragraaf blyken zal. 

Eigenschap 182. Duidt men door a, 6, c de zijden van een drie- 
hoek aan en door s den halven omtrek^ dan is de hoogtelijn op de zijde a 



ha=:-\/8 (8—a) {s — b) (s—c), 
a^ 



Men is gewoon de letters a, &, c te voe- 
gen b\J de ztjden, over de hoeken A, B, C 
gelegen, zoodat 

BC = a, CA=:&, AB = c. 

Bew^s : In A A B D is volgens het 
theorema van Pythagoras Fig. 174. 
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of ook 

AD* = c* — BD* (1) 

Maar BD kan als projectie van AB op BC volgens N* 180 berekend 
worden ; men heeft namelvJk, als L B scherp is, zooals de teekening 
onderstelt, 

AC» = AB* + BC* — 2BCXBD, 

of de kleine letters voor de ztjden in voerende 

&» = c* -f- a* — 2 a X B D, 
dus 

BD = — ^^^ "L, 

Nu wordt de vergelijking (l) 

= (" + 2-a ){' 2-a )' 

__ (c* + 2 c a -4- a* — &2j [^,2 _ (^2 _ 2 c a + a^)] 

[(c + a)2 — h^] [&* — (c — a)*] 



4 a* 
(c -f- a -4- 6) (c + a — &) (& + c — a){b — c-\-a) 

.A 
Volgens het gegevene is echter 

a-l-&-f-c = 2s, 

en om hieruit nu b. v. c -h a — & te berekenen, moet men van deze 
vergelijking ter weerszoden 2 h aftrekken. Men vindt dus 

c + a — & = 2s — 2& = 2(s — &), 
en evenzoo 

& -h c — a=2(s — a), b — c-h a=.2{s — c). 

Hiermede wordt nu 



dus ten slotte 



AB = ^ }J s (8 — a) (s — b) {8 — c). 
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Eigenschap 188. (Theorema van StswABX) 0. Is ABC een driehoek 
en D een punt op A B, dan is 

CD>XAB = AC*XDB-hBC*XDA — ABXDAXDB. 

Bewijs: Uit CDA volgt ^ 

CD* = AC* + AD* — 2ADXAE. (1) 

en uit A A B C berekent men A E, aldus 

BC* = AC» + AB«~2ABXAE. (2) 




Fig. 175. 



In deze twee vergelijkingen komen nu A 
CD en AE als onbekenden voor en men 
kan nu de tweede elimineeren, door de 
vergelijking (1) met AB en (2) met AD te vermenigvuldigen en 
daarna het verschil der verkregen producten te nemen. Dan ontstaat 

CD^XAB — BC*XAD = AC*(AB-AD) — ABXAD(AB— AD), 
= AC*XBD — ABXADXBD, 

en hieruit volgt onmiddellijk het theorema. 

Deze eigenschap kan dienen om de rechte te berekenen, die den 
top van een driehoek met een willekeurig punt der basis verbindt, 
als de drie zQden van den driehoek en de stukken van de basis 
gegeven ztjn. In het bijzonder kan hiermede de zwaartelyn en de 
deelltJn van een hoek in de drie zyden van een driehoek uitgedrukt 
worden; het is evenwel niet langer deze formules direct af te leiden. 

Eigenschap 184. De zwaartelim. naar het midden der zijde a 
gaande, is gelijk aari^lh^ -\'C'^) — \ a*. 

Is in üg. 175 CD de zwaartelyn, dan blyven de formules (1) en 
(2) onveranderd, dus bfl invoering der gegevens a, &, c wordt, daai* 
JLI>z=.\c is, 

CD*=z:&*-|-|c* — cXAE, 

a^ = &» + c* — 2 c X A E. 

Vermenigvuldigt men nu de eerste vergelijking met 2 en vermindert 
het product met de tweede vergelijking, dan ontstaat 

2 C D» — a* = &* — i c», 
of 

CD* = ia*-h|&* — |c*. 

Wanneer men op deze wvJze of uit het theorema van Stewart de 



') Deze stelling, gewoonlijk naar Stewart genoemd, is echter het eerst door 
Simpson in het lioht gegeven. 
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deelltjn van een hoek van een driehoek wil berekenen, dan heeft men 
daartoe eerst met behulp van N® 146 de grootte der stukken te 
bepalen, waarin die rechte de overstaande zflde verdeelt. Er bestaat 
echter een eenvoudiger weg om tot die uitkomst te geraken, die in 
een der aanteekeningen, aan het slot van dit werk hieraan toegevoegd, 
gevonden wordt. 

Uit het vorige kan gebleken zyn, dat de in dit hoofdstuk bewezen 
eigenschappen geheel den vorm van algebraïsche formules hebben. In 
de planimetrie komen vele eigenschappen van dezen vorm voor, waar- 
van het bewijs veelal op eenvoudige en natuurlijke w|jze met behulp 
van hetgeen in de zoo even genoemde aanteekening uiteengezet is, 
geleverd kan worden. 



Vraagstukken. 

286. Van een rechthoekigen driehoek is de hypothenusa 15 dM. en 
een der rechthoekszyden 8 dM. Bereken de andere rechthoeksztJde in 
dM. tot in drie decimalen nauwkeurig. 

287. In een rechthoekigen driehoek is de hypothenusa 13 cM. en 
een der rechthoekszyden 5 cM. Hoe lang is de loodiyn, uit het hoek- 
punt van den rechten hoek op de hypothenusa neergelaten? 

288. Van een rechthoekigen driehoek zfln de stukken, waarin de 
hypothenusa door de loodiyn uit het overstaande hoekpunt verdeeld 
wordt, a en & cM. Hoe groot zyn de rechthoekszflden en de stukken, 
die de rechthoeksz^Jden afsnjjden van de loodlfln, in het midden van 
de hypothenusa opgericht? • 

289. Van een ruit is de zflde 7,4 cM. en een der diagonalen 4,8 
cM. Hoe lang is de andere diagonaal? 

290. Van een geltjkbeenigen driehoek is de basis a cM. en een der 
beenen h cM. Hoe groot zjjn de hoogteltjnen van dezen driehoek? 

291. Bepaal de hoogte van een geiykzüdigen driehoek, als de zijde ais. 

292. In een rechthoekig trapezium zjjn de beide evenwijdige zflden 
7 en 19' cM. en de schuine opstaande zyde is 13 cM. Hoe lang is de 
andere opstaande zijde? 

293. De basis van een gelijkbeenig trapezium is 17 cM. en de beenen 
z\]n 9 cM. lang. Als de hoogte 3 cM. bedraagt, hoe lang is dan de 
andere evenwijdige zflde? 

294. Bewijs, dat een driehoek rechthoekig is, als een hoogtelijn uit 
een der hoekpunten middelevenredig is tusschen de stukken, waarin 
zü de overstaande zijde verdeelt. 

295. Kan men in een willekeurigen driehoek A B C op een der zijden, 
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b. V. op B O, een punt D zoodanig bepalen, dat B A middelevenredig 
is tusschen BD en BC? 

296. Uit een punt, dat op 9 cM. afstand van het middelpunt van 
een cirkel ligt, trekt men een raaklijn aan dien cirkel. Hoe lang is 
deze, als de straal van den cirkel 5 cM. is? 

297. Twee cirkels zt)n met stralen van 17 en 10 cM. beschreven. 
Als de afstand hunner middelpunten 30 cM. bedraagt, hoe lang z\]n 
dan de gemeenschappelijke uitwendige en inwendige raakltJnen? 

298. Van een driehoek zfln de zyden 8, 9, 15 cM. Bepaal de pro- 
jectie van de grootste z^de op de kleinste en van de middelste z\jde 
op de grootste. 

299. Bepaal, of de volgende driehoeken recht-, stomp- of scherp- 
hoekig ztjn: 

a = 20, &=zz21, = 29, 
a = 18, b=z 9, c=13, 
a=z:30, = 23, c = 25. 

300. Van een driehoek zfln de zgden 17, 21 en 32 cM. Bepaal de 
<irie hoogtelflnen. 

301. Van een parallelogram zt)n twee zijden 18 en 30 cM. en een 
diagonaal is 35 cM. lang. Bepaal de andere diagonaal en de afstanden 
der twee paren evenwJtjdige zijden. 

302. Van een trapezium ztjn de evenwijdige zijden 10 en 25 cM., 
terwyi de opstaande z\Jden 13 en 14 cM. bedragen. Bepaal den afstand 
der evenwijdige zflden. 

303. Van een trapezium zfln de beide evenwijdige zjjden 18 en 
28 cM., terwjjl de opstaande zijden 14 en 20 cM. bedragen. Bepaal 
de diagonalen. 

304. Als de diagonalen van een trapezium 27 en 35 cM. lang zfln 
en de evenwijdige zijden 9 en 27 cM., hoe lang zijn dan de op- 
staande zijden. 

305. Bewijs, dat de som van de vierkanten der diagonalen van een 
parallelogram gelijk is aan de som van de vierkanten der zflden. 

306. In eiken gelijkbeenigen driehoek ABC, waarin de top O met 
een willekeurig punt der basis verbonden is, heeft men 

CD^nzBC^ — ADXBD. 

307. De som van de vierkanten der zwaartelijnen van een driehoek 
is gelijk aan drie vierden van de som van de vierkanten der zflden. 

s^OS. Een driehoek is gelijkbeenig, als twee zijner zwaartelijnen 
gelijk zijn. 

309. De som van de vierkanten der zijden van een willekeurigen 
vierhoek is gelijk aan de som van de vierkanten der diagonalen, ver- 
I. 11 
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meerderd met vier maal het quadraat van de rechte, die de middens 
der diagonalen verbindt. 

310. Leid uit het theorema van Stewart af, dat het vierkant der 
deelltjn van een hoek van een driehoek geiyk is aan het product der 
omliggende z^den verminderd met het product der stukken, waarin 
die deelltjn de overstaande zvJde verdeelt. 

311. Druk de deellftn van den hoek A van A ABC in de ztJden 
a, by c uit. 

312. Bewtjs, dat een driehoek geiykbeenig is, als de bisectrices var> 
twee zijner hoeken gel^k z^jn. 

313. In AABC is BC = 18cM., CA = 10 cM., AB = 14 cM. 
Bepaal de lengte der rechten, die het zwaartepunt met de hoekpunten 
verbinden. 

314. Als in A ABC de zijden BC, CA en AB achtereenvolgens- 
80, 96 en 72 cM. lang ztJn en de derde ztjde door een punt D in 
twee doelen A D en D B verdeeld wordt, die zich verhouden als 3 : 5^ 
hoe lang is dan CD? 

315. Leid het theorema van Stewart af voor een rechte, die een 
hoekpunt verbindt met een punt, dat op het verlengde der overstaande 
zyde ligt. 

316. De meetkundige plaats der punten, waarvoor de som van de 
vierkanten der afstanden tot twee gegeven punten dezelfde waarde 
heeft, is een cirkel om het midden van AB beschreven. Bewtjs dit. 

317. De meetkundige plaats "der punten P, die ten opzichte van 
twee gegeven punten A en B zoodanig gelegen zyn, dat 

m . P A* -j- w . P B* = aS 

waarin m en w gegeven getallen zJtJn en a een gegeven rechte voor- 
stelt, is een cirkel om een punt van AB beschreven. Bewgs deze 
eigenschap. 

318. Projecteert men de hoekpunten A, B, C, D van een vierkant 
op een willekeurige rechte in a, b, c, d, dan is 

2 AB^ = bd^'{- ac\ 

319. Yan een driehoek zfln gegeven twee zftden a en & en de 
deeliyn van den ingesloten hoek Z. Druk de projecties van a en 6 op- 
l in deze gegevens uit en bepaal de lengte der derde ztJde. 
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HOOFDSTUK XIX. 



CONSTRUCTIE VAN EENIGE ALaEBRAISCHE VORMEN. 

95. In W. 24 hebben wfl geleerd een vierde evenredige tot drie 
gegeven rechten a, &, c te construeeren. In algebraischen vorm kan 
men dit aldus uitdrukken, als men door x die vierde evenredige 
voorstelt: Uit de evenredigheid 

a:bz=zc :x 

den vierden term te bepalen, als de drie andere gegeven zyn. Door 
oplossing ontstaat 

__bc 

a 
Dientengevolge zegt men ook wel, dat W. 24 leert den algebraischen 

vorm — te construeeren. 
a 

Een bijzonder geval hiervan is de vorm x = — , want hieruit volgt 

a 

a x =z &* oi a:h=.h:x. 

Als een ander voorbeeld van de constructie van een algebraïsche 
vorm nemen wfl nu 

x = i/ (a^-^h\ 
waaruit volgt 

x* = a* + &*, 

dus X is volgens het theorema van Pythagoras de hypothenusa van 
een rechthoekigen driehoek, waarvan de rechthoekszüden a en & zfln. 
Op dezelfde wtjze biykt, dat de vorm 

x=v/(a' — b\ 
waaruit volgt 

ic* = a* — &S 

geconstrueerd kan worden door een rechthoekigen driehoek te teekenen, 
waarvan een rechthoekszyde h en de hypothenusa a is. De andere 
rechthoekszUde is dan de gezochte grootheid x. 
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Om deze constructie uit te voeren, begint men dus een rechten hoek 
ABC te construeeren, neemt op een der beenen hiervan een stuk 

B D = &, beschröft vervolgens om D met 

^ als straal een cirkelboog, die AB in E 

■ öÊ sntjdt, dan is BE de verlangde rechte 

x=i\j d^ — 6*. 

96. Bijzondere gevallen der beide vormen 

xz=z\] a^-^h^ en x=z\J a^ — h^ 
ztJn 

xzzza]/ 2, x=iay % 



C 
D 



'^ -^ enz. Want voor de eerste betrekking kan 
Pig. 176. menschrtjven 

x* = a* -+- a^ 



en voor de tweede 



x^ = (2 a)^ — a*. 



al^ 2 is dus de hypothenusa van een rechthoekigen driehoek, waar- 
van de beide rechthoeksz^den a zjjn. 

a 1/ 3 is de tweede rechthoekszyde van een rechthoekigen driehoek, 
waarvan de eerste rechthoekszyde a en de hypothenusa 2 a is. 

In de algebra stelt men een even getal door 2 w, een oneven getal 
door 2 n -h 1 voor, als n een willekeurig geheel getal is. 

Wordt nu gevraagd 





ic = a\/2n-{-l 


te construeeren. 


dan besluit men 




x* = aM2 w + 1) 


of 






x^ = [{n-hl)a]^ — {na)^ 


Zoo levert b.v 


, 




x = av/ll 


op 






ic* = (6a)* — (Ba)2, 



zoodat a\/ 11 de tweede rechthoekszyde is van een rechthoekigen drie- 
hoek, waarvan de hypothenusa 6 a en de andere rechthoeksztjde 5 a is. 

De constructie van x = ayj2n kan tot de vorige teruggebracht wor- 
door ayj 2:=b te stellen, zoodat x=:b}J n wordt. 

Men kan ook de volgende vervorming te hulp nemen 

x^z=z2na^ = i.Sna^ 

= i\a*{2n-hl)^ — a^{2n — 1) |S 
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zoodat X de helft is van de tweede rechthoekszöde van een recht- 
hoekigen driehoek, waarvan de eene rechthoekszflde a(2w — 1) is, 
terwtjl de hypothenusa a (2 w + 1) bedraagt. 

Dus kan aV ^ geconstrueerd worden met behulp van een recht- 
hoekigen driehoek, waarvan de hypothenusa 7 a en een rechtho'eks- 
zjjde 5 a bedraagt. De andere rechthoeksztjde is dan V (49 a* — 25 a*) 
z=i2ak' 6; hare helft is dus de verlangde grootheid x, 

97. Als laatste toepassing behandelen wy de* constructie van den vorm 

X'= \] a^ + h^ — m a &, 

waarin a en & gegeven rechten en m een willekeurig gegeven getal is. 

Analyse: Uit den gegeven vorm volgt 

ic* = a* + &* — 2 a X I m &, 
d. i. x is een z^Jde van een driehoek, waarvan a en & de beide andere 
zyden ztjn, terwfll \mh de projectie van de zyde h op de ztJde a 
moet voorstellen. Wegens het negatieve teeken, voor den term mah 
staande, moet de ztjde x in dezen driehoek over een scherpen hoek 
liggen. 

Daar de projectie eener rechte hoogstens even lang als die rechte 
ziJn kan, zoo moet dus, opdat de constructie langs dezen weg mogeiyk zü, 

^mh < &, dus w < 2. 

Nemen wfl als voorbeeld m=l. Dan moet dus de projectie van 
& op a geljjk ziJn aan \h. 

Constructie: Neem pp een wille- ^ 

keurige rechte een stuk B O = de ge- b 

geven rechte a; meet hierop een stuk 
C D af, dat gelijk is aan \ h, Eicht in 
D een loodlyn op CB op en beschrijf 
om C een cirkel met den straal &, die 
de loodl^jn in A snydt. Dan is AB de 
gevraagde rechte x, 

Bewtis : Volgens N<» 180 is in A A B O : 

A B^ = CB^ -h C A* — 2 C B X C D 
of 

AB*=:a*-|-&2_2aXj^&=a2-+.6*— a&. 

Men ziet gemakkelijk in, dat in dit bijzonder geval L A C D = 60*^ 
zijn moet. 

Indien de constructie van den vorm a5=\/a*-f-&*-|-ma& ver- 
langd wordt, zal daartoe dezelfde methode gevolgd kunnen worden, 
maar de driehoek, die nu dienst doet, moet stomphoekig zijn en de 
gevraagde rechte ligt dan over den stompen hoek. 




Fig. 177. 
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Vraagstukken. 

320. Als a, b, c, d, e gegeven rechten voorstellen, construeer dan 
de volgende algebraïsche vormen 

ah c a*& a^b -^c^d 

X — — , X — --, X - , 

ae ca a o 

321. Construeer de vormen 

ap/13, al^l, ay U, al^^, a k" f , 
als a een gegeven rechte is. 

322. Construeer de volgende algebraïsche vormen 

K (2 a« -I- &*), p/ (a* - 3 ö^), t/ (5 a* -f- 8 &*), 

als a en & twee gegeven rechten voorstellen. 

323. Construeer by dezelfde gegevens 

y (a* -I- &2 — 1 a b), ^/ (a* + &* + f a &). 

324. Als a, bj c en d gegeven rechten zfln, hoe kan men dan de 
vormen 

construeeren ? 

325. Construeer bfl dezelfde gegevens 

faH^ \ y(an^-^c^d^) 



.(=^-.). 



326. Hoe kan men volgens de in § 97 aangegeven methode 

l^ {a^-h2b^ — ab), |/ (a* 4- 2 &* 4- ia& K 3) 
construeeren? 
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HOOFDSTUK XX. 



OPPERVLAKKEN VAN VLAKKE FIGUREN. 



98. Onder het oppervlak van een figuur verstaat men het deel van 
het platte vlak, dat door die figuur volkomen begrensd wordt. 

Van twee figuren, die elkander volkomen bedekken kunnen, zegt 
men, dat zij geiyk oppervlak hebben. 

Men kan twee oppervlakken met elkander vergelyken of het eene 
oppervlak met een ander meten. 

Daartoe begint men met een vergelijking van zeer eenvoudige 
oppervlakken, zooals die van rechthoeken zyn. By een rechthoek 
onderscheidt men twee ongelijke zflden door de benamingen lengte en 
breedte of basis en hoogte. Om de vergelijking zoo eenvoudig mogelijk 
te maken, begint men met twee rechthoeken, die in een dier afme- 
tingen overeenstemmen. Te voren heeft men dan weder te bewijzen: 

Eigenschap 185. Als twee rechthoeken gelijke basis en gelijke hoogte 
hebben^ zijn hunne oppervlakken gelijk. 

Men kan namelijk onmiddellijk aantoonen, dat de eene figuur de 
andere volkomen bedekken kan. 

Eigenschap 186. Als twee rechthoeken gelijke basis hebben j doch de 
hoogte van den eenen grooter is dan die van den anderen, dan is ook 
het oppervlak van den eenen grooter dan dat van den anderen. 

Gegeven: ABCD en EFQH 
zijn rechthoeken. 
ADz=EH, 
AB <EF. 
Te bewezen : rechth. A B C D < 

rechth. EFGH. 

Bewiijs: Past men de kleinste 

der twee ongelijke rechten, hier AB, 

op de grootste, d. i. E F, af, dan blijft 

er een stuk IF over. Trekt men 
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nu IK||EH, dan is EIKH een parallelogram met een rechten hoek 
E, dus is EIKH een rechthoek en deze heeft volgens N® 185 het- 
zelfde oppervlak als rechthoek ABCD. Verder kan IK de rechte 
F G niet sneden, dus zal het punt K tusschen G- en H liggen. Maar 
dan is rechthoek E F G H > rechthoek EIKH, dus ook rechthoek 
E F G H > rechthoek A B C D. 

Eigensohap 187. Als twee rechthoeken gelijke basiSy doch ongelijke 
hoogten hebben, verhouden hunne oppervlakken zich ais die hoogten. 

Gegeven : A B C D en E F G H ztJn rechthoeken. 

Te bewezen : Oppervlak A B C D : Oppervlak EFGH = AD:EH. 



H 



D 



G 



B E 

Fig. 179. 



dus 



AD 
EH' 



Bew^s: By het bepalen der 
verhouding van de hoogten AD 
en EH moeten twee gevallen 
onderscheiden voorden: 

1* geoal\ De hoogten AD en 
EH hebben een gemeene maat, 
die wtJ door p voorstellen. Meet 
deze op elk dier hoogten zoo 
dikwyis mogeiyk af en zQ dan 

AD = Bjp en EH=72>, 



Trekt men nu door de op AD en E H ontstane doelpunten rechten 
evenwijdig met de basis, dan worden de rechthoeken volgens N* 185 
ook in onderling gel^ke stukken verdeeld, die wU door q voorstellen. 
Dan moet rechthoek A B O D daarvan 5 bevatten en rechthoek E F G H 
7. Dus is 



en 



rechthoek A B C D = ö g, rechthoek E F G H = 7 g 
rechthoek ABCD 5 



rechthoek E F G H " 



Hieruit volgt dus 



rechthoek A B O D _ A D 
rechthoek E F G H "" E H* 
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2* geval : De hoogten A D en E H hebben geen gemeene maat (fig. 180). 
Men heeft dan, om de verhou- 
ding dier hoogten te bepalen, 
volgens § 67 de kleinste hoogte, 
hier A D, in w gelflke deelen te 
verdeelen, die wy elk p zullen 
noemen, en daarna zulk een 
deeltje p op de andere hoogte 
EH zoo dikwijls mogelyk, stel 
m-maal af te meten, waarbfl een 
stuk K H overblijft, dat kleiner 
dan p is. 

Dan is 



/f 6 




K 




M 












































































1 


r f 



Fig. 180. 



en 



(m- 



AD = wjp, 
l)jp>EH> mp\ 



derhalve door deeling 



m-hl 



EH m 
^ AD ^"n' 



Om nu de verhouding van de rechthoeken te benaderen, trekke men 
uit alle doelpunten op A D en E H rechten, die evenwfldig met de 
bases dier rechthoeken loopen. Dan ontstaan in rechthoek ABCD 
n en in rechthoek E F Gr H m rechthoekjes, die volgens N® 185 alle 
gelflk oppervlak hebben en dus elk door q voorgesteld kunnen worden, 
terwfll in den rechthoek E F G- H nog een rechthoekje H K M G- over- 
bluft, dat volgens N^ 183 kleiner dan g is. Derhalve is 

rechthoek A B C D = w g, 
en (m 4- 1) 3 > rechthoek E F G H > m g, 

dus door deeling 

m+l . rechthoek E F G H m 
w~ rechthoek ABCD w ' 
De verhoudingen E H : A D en rechthoek E F a H : rechthoek A B D C 

liggen dus tusschen dezelfde grenzen, die - verschillen. Dan moeten die 

n 



verhoudingen in elk geval minder dan - verschillen. 



Indien men nu 



n voortdurend grooter laat worden, zal het verschil, dat tusschen de 
verhoudingen E H : A D en rechthoek E F a H : rechthoek ABCD be- 
staan kan, toch steeds minder dan - bedragen en dus tot nul naderen. 

Derhalve is 

E H _ rechthoek E F g H 

AD"" rechthoek ABCD' 



// 



r 



Fig. ISl. 



170 

Eigenschap 187 kan, omdat de keuze van de basis van een recht- 
hoek geheel willekeurig is, ook aldus uitgedrukt worden: 

De oppervlakken van twee rechthoeken met geiyke hoogten verhou- 
den zich als hunne bases. 

WtJ zullen nu verder twee rechthoeken vergelijken, die zoowel in 
basis als in hoogte verschillen en bewyzen daardoor 

Eigenschap 188. De oppervlakken van twee willekeurige rechthoeken 
verhouden zich als de producten van de getallen, die de basis en de 
hoogte aangeven. 

BewQs: Zyn b en h basis en hoogte van den eenen rechthoek, B en 

H die van den 
anderen, O en 
O' hunne op- 
pervlakken. 
Daar wy tot 
* nog toe slechts 

rechthoeken 
onderling ver- 
geleken heb- 
ben, die slechts 
in één afme- 
ting verschillen, construeeren wfl een derden rechthoek, die met den 
eersten de hoogte h en met den tweeden de basis B gelyk heeft. Is 
.') diens oppervlak, dan is volgens N® 187 



en 



derhalve door vermenigvuldiging dezer vergelijkingen 

O _b h 

0^~B H 

waarvoor meestal geschreven wordt 

O _bh 
O' "" B H' 

99. Het vergelijken van een oppervlak eener figuur met een vast 
aangenomen figuur, die de vlakte-eenheid heet, wordt het bepalen 
van het oppervlak dier figuur genoemd. 

Als vlakte-eenheid is gekozen een vierkant, waarvan de zijde gelijk 
is aan de lengte-eenheid. 








b 


0) 




B' 


0) 




h 


Ö^ 




H' 



(1) 
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Eigenschap 188 stelt ons nu in staat onmiddellijk het oppervlak 
van een willekeurigen rechthoek te bepalen. Want past men haar toe 
op dezen laatsten en de vlakte-eenheid, dan ontstaat uit (1) 



^ 



de vlakte- eenheid de lengte-eenheid de lengte-eenheid 

of in woorden: 

Eigenschap 189. Het oppervlak van een rechthoek bevat zooveel 
vlakte-eenheden, als het product der getallen bedraagt ^ die aangeven 
hoeveel lengte- eenheden in de basis en in de hoogte begrepen zijn. 

Men is gewoon N® 189 in het kort aldus uit te drukken : 

Het oppervlak van een rechthoek is gelijk aan het product van 
basis en hoogte. 

Hierdoor hebben wfl nu voor het product van twee rechten een 
meetkundige beteekenis gevonden. Terwitjl wjj nameljtjk tot hiertoe 
daaronder verstonden het product der onbenoemde getallen, die de 
lengte dier rechten uitdrukken, kunnen wy ook in het vervolg het 
product van twee rechten beschouwen, als het product dier onbenoemde 
getallen vermenigvuldigd met de vlakte-eenheid, zoodat dus het product 
van twee rechten de beteekenis heeft van het oppervlak van den 
rechthoek, op die twee rechten als zjtjden geconstrueerd. 

100. Eigenschap 190. Het oppervlak van een paraüelogram is gelijk 
aan het product van basis en hoogte. 

Onder de basis van een parallelogram verstaat men een willekeu- 
rige z^jde. De hoogte' is steeds de afstand van de aangenomen basis 
tot de overstaande ztjde. 

Gegeven: AB|| DC, 

AD||BC, BEJ_AD. 

Te bewQzen: 

Oppervlak ABCD = ADXBE. 

Bewijs: Trekt men ook CFJ_AD, 
na A D verlengd te hebben, dan hebben pig. 132. 

de driehoeken A B E en D C F een zjjde 
(A B = C D) en twee hoeken gelflk ; zfl zijn dus congruent. Nu is 

oppervlak A B C D = oppervlak ABCD— AABE-hACDF, 
= rechthoek B E F C. 

Dus is 




oppervlak ABCD = BGXBE = ADXBE. 



172 



Eigenschap 191. Het oppervlak van een driehoek is gelijk aan 
het halve product van hasia en hoogte. 



Gegeven: CD_LAB. 

Te bewflzen : AABC==|ABxCD, 

Bewjjs: Trekt men uit B en C rechten, 
evenwijdig aan AC en A B>- die elkander 
in E snyden, dan ontstaat een driehoek 
BC E, die congruent is met den driehoek 
ABC, zooals men gemakkelijk aantoont. 
Dus is 




Fig. 183. 




A A B C = I parallelogram A B E C, 

= |ABXCD. 

Hieruit volgt nu, dat v^anneer AB 
een rechte van bepaalde lengte en PQ 
een rechte evenwijdig daaraan is, de 
driehoeken CAB, DAB, EAB, enz., 
die alle dezelfde basis AB hebben, 
terwtjl de toppen op de evenwijdige 
P Q liggen, alle hetzelfde oppervlak zul- 
len hebben, terwijl voor eiken driehoek, 
welks basis met AB samenvalt, do5h 
welks top niet op P Q ligt, het oppervlak ook niet geltjk zyn kan aan 
dat van A A B C. 
Wy kunnen hieruit besluiten tot 

Eigenschap 192. l)e meetkundige plaats der toppen van alle drie- 
hoeken, die dezelfde basis en gelijk oppervlak hebben, is een rechte, die 
evenwijdig loopt aan die basis. 

Wanneer van een driehoek de drie zijden a, b, c gegeven zfln, dan 
kan de hoogte volgens N^ 182 daarin uitgedrukt worden. Zoo is in 
üg. 183 



Fig. 184. 



C D = -v/s (s — a) {s—-b) (s — c), 
c 

en als men dezen vorm nu met ^AB of ^c vermenigvuldigt, ver- 
krijgt men 
Eigenschap 193. Het oppervlak van een driehoek met de zijden 

a, b, c is gelijk aan \ s{s — a) (s — b)(s — c). 
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Fig. 186. 



Eigenschap 194. Het oppervlak van een vierhoek, welks diagonalen 
loodrecht op elkander staan, is gelijk aan het halve product der diagonalen. 

Gegeven: ACJ_BD. 

Te bewijzen : Vierhoek ABCD=^ACXBD. 

Bewijs: Volgens N® 191 is 

ABCD = ^BDXCO, 

A ABD = |BDXAO, 

"en door optelling ontstaat het gestelde. 

Opmerking: Volgens N'* 119 geldt eigenschap 
194 ook voor een ruit. 

Eigenschap 195. Het oppervlak van een trapezium is gelijk aan 
het halve product van de hoogte met de som der evenwijdige zijden. 

Gegeven: BC||AD, CE_LAD. 

Te bewijzen: Trapezium AB CD = 
|CE(AD-4-BC). 

Bewijs: Trekt men de diagonaal AC en 
uit A de loodlfln AF op BC, dan is 
AF = CE en dus 

A ABC = ^BCXAF = |BCXCE, 

A ACD=^ADXCE, 
zoodat door optelling weder de stelling ontstaat. 

• 101. Eigenschap 196. De oppervlakken van twee gelijkvormige drie- 
hoeken verhouden zich als de quadraten van twee gelijkstandige zijden. 

Gegeven : 

EC:B'C'=CA:C'A'— AB:A'B'. 
Te bewezen: 

A A B C _ A B^ 
AA'B'C'~rB^* 

Bewijs: Volgens N<» 191 is, 
als CDJ_AB en C'D'_LA'B' is, 

A ABC = |ABXCD, 
A A'B'C' = |A'B'XCD'; 




Fig. 186. 




dus door deeling 



A ABC 



A A' B' C' " 



AB CD 
'A'B'^C'D'' 



(1) 
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Maar volgens N® 159 is 

L A= L A' en daar L ADC= L A'D'C'==i90° is, 



zoo is A A D C c/ï A A' D' C', dus 




CD 


AC 


CD'" 


-A'C' 


en volgens het gegevene dus ook 




■ CD 


AB 


CD'"" 


'A'B' 


Maar dan volgt uit (1) 




A ABC 


AB* 



A A' B' C A' B'2 

Eigenschap 197. Als één hoek van een driehoek gelijk is aan een 
hoek van een anderen driehoek of aan het supplement daarvan, dan 
verhouden de oppervlakken dier driehoeken zich als de producten der 
zijden om die hoeken. 




10 Gegeven: (in 


fig. 188 a) 


LA=:LD. 


Te bewezen: 


AABC ABXAC 


ADEF~DEXDF 


BewQS : 


Is BGJLAC en 


E H J_ D F, dan is 


evenals in de vorige 


eigenschap 


AABC 


A DEF 


DP EH ^ ^ 



C F 

Fig. 188*. 

Maar de driehoeken A B Gr en D E H hebben twee paren hoeken 
geiyk en zfln dus geiykvormig; derhalve 

Ba_AB 
EH""DË' 

Substitueert men deze uitkomst in (1), dan ontstaat de stelling. 
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2^ Gegeven : (in fig. 188 ö) L A -|- L E D F = 180° 



Te bewijzen: 



A ABC 
A B E F ■ 



ABXAC 
DEXDF' 



Het bewtjs is volkomen geiykluidend met het zoo even gevoerde. 
Eigenschap 198. De oppervlakkken van twee gelijkvormige veel- 
hoeken verhouden zich als de quadraten van twee gelijkstandige zijden. 

Gegeven : 

veelh. A B C D E 00 
veelh. A' B' C' D' E' ; 




A en A', B en B', enz. 
zjijn geiykstandige 
hoekpunten. 

Tebewtiwn: ,eelh. A' B' C' D' E' " A' B" 

BewQB : Trekt men in beide veelhoeken de diagonalen uit de gelyk- 
standige hoekpunten C en C', dan is volgens N° 173 

AABCco AA'B'C', A ACE co A A'C'E', A CDE co A C'D'E'. 

Volgens N° 197 is dus 

A A B C _ AB^ 
A'"K»' 

AE» 

'a'e'*' 

DE» 



A A' B' C" 


A ACE 


A A' C' E" 


A CDE 



A C'D'E' 



' D' E'* 



.r 1 u . , AE DE ^ AB 

Maar volgens het gegevene kan men — — ; en -7—7 door — -— ver- 

A E D Ui AU 

vangen; dus is 

A A B C : A A' B' C' = A A C E : A A' C' E' = 
A C D E : A C' D' E' = A B* : A' B'*. 

Volgens een eigenschap der evenredigheden is dan ook 
(AABC-f-AACE-f-ACDE): 
( A A' B' C' 4- A A' C' E' + A C' D' E') = A B» : A' B'S 



of 



veelhoek A B C D E : veelhoek A' B' C' D' E' = A B* : A' B'K 
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102. Wy zagen reeds, dat als a, b rechten van gegeven lengte ztJn, 
steeds ah als het oppervlak van een rechthoek, waarvan a en & de 
basis en de hoogte voorstellen, beschouwd kan worden, en evenzoo 
kan men a* beschouwen als het oppervlak van een vierkant op de 
rechte a als zflde beschreven. Dientengevolge kan men dan ook reeds 
vroeger genoemde eigenschappen op eenigszins andere wtJze in woorden 
brengen en tevens een nieuwe methode van bewtjs daarvoor vinden. 
Zoo kan b. v. het theorema van Pythagoras ook aldus uitgesproken 
worden : 

Beschrijft men op elk der rechthoeksztjden en op de hypothenusa 
van een rechthoekigen driehoek een vierkant, dan is het vierkant op 
de hypothenusa gelyk aan de som der vierkanten op de beide recht- 
hoekszyden. 

Voor het bewfls kan fig. 189 dienen. 

O-egeven : A B _L A C, 

A B D E, A C F G en B C H I ztjn vierkanten. 
Te bewQzen: 

vierkant B C H I = vierkant A B D E ^- vierkant A C F a. 

Bewjjs: Verlengt 
men AB en trekt 
door I een rechte 
1 1 A C, die het ver- 
lengde van AB in 
K snfldt, dan is 

L B K I = 90°, 

en 

LIBK=L ACB 

volgens N® 22. 
Eindelijk is 

B I = B C, 
dus 

Fig. 189. ABIK^AABC, 

en hieruit volgt B K = A C. 

Verlengt men evenzoo A C en trekt door H een rechte 1 1 A B, die 
de verlengden van AC en KI in L en M snydt, dan bewtjst men 
evenzoo 

AHCL^AABC, 




en 



AMIL^AIKB^AABC. 
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Dus is dan ook CL = AB en uit het vorige volgt gemakkelvlk^ 
dat A K M L een vierkant is, waarvan de ztjde = A B + A C is. 

Verlengt men nu bovendien DB, F O, DE en FQ-, dan ontstaat 
een vierhoek DOFN, waarvan onmiddellijk bl^kt, dat deze een 
vierkant is met de z^jde A B + A C. Dus is 

vierkant A K M L ^ vierkant DOFN. 
Eindelijk is 

rechthoek E N A G ^ rechthoek A B O O, 
dus 

rechthoek ENAG = 2.A ABC. 

Trekt men nu van het vierkant A K M L de vier congruente drie- 
hoeken ABC, K B I, I M H, H L C af, dan biyffc vierkant B C H I over. 
Trekt men echter van het vierkant DOFN de rechthoeken E N G A 
en A B O C af, die ook te zamen 4 A A B O zijn, dan blijven de twee 
vierkanten ABDE en AGFG over; derhalve 

vierkant B C H I = vierkant A B D E -f- vierkant A C F G. 



Vraagstukken. 

327. Bewtjs dat, als twee rechthoeken geltfk oppervlak hebben, de 
bases omgekeerd evenredig zQn met de hoogten. 

328. Bewtjs, dat de oppervlakken van twee parallelogrammen of 
van twee driehoeken samengesteld evenredig ztjn met basis en hoogte. 

329. De lengte van een rechthoek is driemaal zoo groot als die van 
een anderen, maar de breedte van den eersten is het vflfde deel van 
de breedte van den tweeden. Bepaal de verhouding der oppervlakken. 

330. Als de z^de van een geigkzgdigen driehoek a cM. bedraagt, 
hoe groot is dan ztjn oppervlak? 

831. Yan een gel^jkbeenigen driehoek is de basis 10 cM. en een 
der beenen 13 cM. Hoe groot is het oppervlak? 

332. Druk het oppervlak van een rechthoekigen driehoek uit in de 
beide stukken, waarin de hypothenusa door de loodltjn, uit het hoek- 
punt van den rechten hoek daarop neergelaten, verdeeld wordt. 

333. Bewijs, dat het product der rechthoeksz^jden van een recht- 
hoekigen driehoek gelijk is aan het product van de hypothenusa en 
de hoogteltjn daarop. 

334. Van een gelflkbeenigen rechthoekigen driehoek is de schuine 
zyde 6 cM. Hoe groot is het oppervlak? 

335. Een ruit, waarvan één diagonaal 26 cM. bedraagt, heeft het- 

I. 12 
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zelfde oppervlak als een driehoek, waarvan de basis 20 cM. en de 
hoogte 16 cM. bedraagt. Hoe groot is de ztJde van die ruit? 

336. Van een driehoek zyn de zjjden 13, 14 en 15 cM. Bepaal het 
oppervlak. 

337. Van een parallelogram is een zQde 25 cM. en de beide diago- 
nalen z^n 24 cM. en 38 cM. Bepaal het oppervlak. 

338. Bepaal den inhoud van een gel^jkbeenig trapezium, als de 
basis 80 cM., de hoogte 30 cM., en de opstaande zijden 25 cM. bedragen. 

339. Van een trapezium zyn de beide evenwijdige zflden 10 en 
28 cM., terwfll de opstaande zflden 15 en 21 cM. bedragen. Bepaal 
het oppervlak. 

340. Van een trapezium ztjn de evenwfldige zijden 6 en 15 cM.y 
terwijl de diagonalen 8 en 13 cM. bedragen. Bepaal het oppervlak. 

341. Van een trapezium z^jn de evenwijdige zflden 78 cM. en 30 cM.y 
terwfll de hoogte 30 cM. bedraagt. Hoe groot is het oppervlak van 
den driehoek, die ontstaat door de opstaande zyden te verlengen? 

342. Bewijs, dat de drie zwaartelijnen een driehoek in zes gelijke 
deelen verdeelen. 

343. In een driehoek trekt men twee zwaartelijnen. Druk het 
oppervlak van elk der deelen, waarin de driehoek verdeeld wordt, uit 
in het oppervlak van den geheelen driehoek. 

344. Druk het oppervlak van den driehoek, die gevormd wordt door 
het zwaartepunt van een driehoek en de middens van twee zijden, uit 
in dat van den geheelen driehoek. 

345. Op de zijden A B = 13 cM., B C =z 14 cM., van A A B C, waarin 
CAi=15cM. is, neemt men de punten D,E, aan, zoodanig, dat AD= 10 
cM., B E = 6 cM. en vereenigt vervolgens het snijpunt van A E en C D 
met B. Druk het oppervlak van elk der zes stukken, waarin A A B C 
verdeeld wordt, uit in dat van A A B C. 

346. Verbindt men een punt, tusschen twee overstaande zijden van 
een parallelogram (of de verlengden) gelegen, met de uiteinden dier 
zijden, dan is de som der ontstane driehoeken gelijk aan de helft van 
het parallelogram. 

347. Hoe wordt de vorige stelling, als het punt niet tusschen de 
twee overstaande zijden of hare verlengden gelegen is? 

348. Vereenigt men een punt P met de vier hoekpunten A, B, C, D 
van een parallelogram, dan is A ^ A C gelijk aan het verschil of de 
som van de driehoeken PAB en PAD, naarmate het punt P binnen 
den hoek BAD en diens overstaanden ligt of daarbuiten. 

349. Het oppervlak van een vierhoek is gelijk aan het halve product 
van een der diagonalen met de som der loodlijnen, uit de uiteinden 
der andere diagonaal daarop neergelaten. 

350. Trekt men door de hoekpunten van een vierhoek rechten 



i 
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evenwfldig aan de diagonalen, dan vormen deze een parallelogram, dat 
het dubbel is van den oorspronkeljjken vierhoek. 

351. Trekt men door een punt P van een diagonaal A C van een 
parallelogram twee rechten evenw^dig aan de zijden, dan ztjn de 
parallelograms, die niet door AC gesneden worden, geiyk. 

352. Het oppervlak van een trapezium is gelflk aan het product 
van de hoogte met de rechte, die de middens der opstaande zijden 
verbindt. 

353. De rechten, die het midden van een der opstaande zgden van 
een trapezium met de uiteinden der andere opstaande zyden vereenigen, 
sluiten met deze laatste een driehoek in, die de helft is van het 
trapezium. 

354. De hoogtelfln, op de hypothenusa van een rechthoekigen drie- 
hoek neergelaten, verdeelt het vierkant op de hypothenusa in twee 
deelen, die gelijk zjgn aan de vlerkanten, op de rechthoeksz\jden ge- 
construeerd. 

355. Op de zyden BC en CA van A A B C beschryft men wille- 
keurige parallelograms BCDE en CAFG. Als DE en F G- elkander 
in H snijden en op A B een parallelogram A B I K beschreven wordt, 
waarvan de zijden AK en BI gelijk en evenredig zijn met CH, dan 
is ABIK = BCDE-f-CAFa (Theorema van Pappus). 

356. Bewijs, dat het theorema van Pythagoeas een bijzonder geval 
is van het voorgaande. 

357. Bewijs de formule voor het oppervlak van een trapezium door 
dit te beschouwen als het verschil van de twee driehoeken, ontstaande 
door de opstaande zijden te verlengen, tot ziJ elkander snijden. 

358. Als uit de vier hoekpunten van een vierkant loodlijnen op een 
willekeurige rechte neergelaten worden, dan is het oppervlak van het 
vierkant gelijk aan de som der vierkanten van de loodlijnen uit twee 
overstaande hoekpunten neergelaten, verminderd met het dubbel van 
het product der beide andere loodlijnen. 
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HOOFDSTUK XXL 



WERKSTUKKEN. 



103. Werkstuk 26. Een gegeven driehoek door een rechte uit een der 
hoekpunten in n gelijke deelen te verdeelen, als n een geheel getal is. 

Analyse: Zyn 6 D en BE rechten, die 
A A B C in drie gelflke deelen verdeelon, 
dan moeten de driehoeken BAD, BDE, 
BEC geljök oppervlak hebben. Daar zjj 
dezelfde hoogte hebben, nameiyk de loodlQn 
uit B op AG neergelaten, moeten zQ ook 
geigke basis hebben, dus is 




Fig. 190. 



AD = DE = EC. 



Uitvoering : Men verdeele de over het gegeven hoekpunt liggende 
zflde in n gelflke deelen en vereenige de doelpunten met het hoekpunt. 
BQzonder geval: Elke zwaartelfln verdeelt een driehoek in twee 
geiyke deelen. 

Werkstuk 27. Een gegeven driehoek ABC door een rechte, die 
door ' het gegeven punt P, op de zijde B C gelegen, gaat, in n gelijke 
deelen te verdeelen. 

Analyse: Zy PQ de gevraagde rechte, 
zoodat 

A PQB=- A ABC. 
n 

Toekent men nu het n^^ deeJ van 

A A B C, door A B in w geljjke deelen 

te verdeelen, waarvan B D één deel zy, 

dan is v 

ABDC = -AABC, 




Fig. 191. 



dus 



ABDC=:APQB. 
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Trekt men nog PD, dan kan men van elk der leden der vorige 
vergelijking A P B B aftrekken en houdt over 

APCD= APQD. 

Maar deze driehoeken hebben dezelfde basis PD, dus moet volgens 
N» 192 CQ||PD loopen. 
Uitvoering: Verdeel AB in w gelflke deelen en zy dan 

BD = iAB. 
n 

Trek PD en construeer uit C een rechte ||PD, die A B in Q snijdt; 
dan is P Q de gevraagde rechte. 

Werkstuk 28. Een driehoek ABC door een redde evenwijdig aan 
een der zijden^ b. v, aan A B, in n gelijke deelen te verdeelen. 

Analyse : Zy A' B' de gevraagde rechte» 
zoodat 



A C A' B' = - A A B C, 
n 



of 



A C A' B' : A A B C = 1 : w. 

Volgens N® 196 heeft men echter 

A CA'B': A ABC = CB'2:CB*, 

derhalve 

CB'*:CB» = l:w, 
of 




Fig. 192. 



JB' = CB\/ i="^CBv/w. 
V n n ^ 



De constructie van dezen algebraïschen vorm is in § 97 behandeld. 
Een andere constructie vindt men in § 113. 

104. Werkstuk 29. Een driehoek te construeeren, die hetzelfde 
oppervlak heeft als een gegeven vierhoek. 

Analyse : Is A B C D de ge- 
geven vierhoek, waarin AC 
een diagonaal is, dan komt het 
werkstuk hierop neer, een an- 
deren driehoek in de plaats van 
A A B C te stellen, die daar- 
mede geiyk oppervlak heeft en ^^^ 
met A A C D één enkelen drie ^ 
hoek vormt. Beschouwt men nu 
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Van dezen laatsten zal dan een opstaande z^de öf in het verlengde 
van DA öf in dat van D O moeten vallen, opdat de nieuwe driehoek 
met A C D één driehoek vorme. Stel dus de top van den nieuwen 
driehoek ligt op het verlengde van D A en deze worde £ genoemd. 
Omdat 

A EACz= A BAC 

is, moet dan volgens N« 192 EB||AC ztjn. 

UitToering: Trek de diagonaal AG en daarna door 6 een rechte 
II AC. Wordt die evenwfldige door het verlengde van DA in E ge- 
sneden, dan zal A E C D de gevraagde driehoek zjjn. 

Bewjja : Omdat E B || A C loopt, is 

AEAC=ABAC. 

Voegt men bfl elk der leden dezer vergelijking A A C D, dan ontstaat 

A E C D = vierhoek AB C D. 

Op dezelfde wjjze kan men het vraagstuk oplossen: een n-hoek te 
construeeren, die hetzelfde oppervlak heeft als een gegeven (n + l)-hoek. 



Vraagstukken. 

359. Een gegeven driehoek door een rechte, uit een der hoekpunten 
getrokken, te verdeelen in deelen, die zich verhouden als drie gegeven 
rechten a, &, c. 

360. Een gel^jkbeenigen driehoek te construeeren, die dezelfde basis 
heeft als een gegeven driehoek A B C en wiens oppervlak gel^k is 
aan dat van A A B C. 

361. Een ruit te construeeren, die met een gegeven vierhoek een 
diagonaal gemeen heeft en waarvan het oppervlak gelyk is aan dat 
van den vierhoek. 

362. Een rechthoek in drie gelijke deelen te verdeelen door twee 
rechten, uit een der hoekpunten getrokken. 

363. Een trapezium in twee gelflke deelen te verdeelen door een 
rechte, uit een der uiteinden van de kleinste evenwijdige zflde getrokken. 

364. Verdeel, een trapezium in twee gelijke deelen door een rechte, 
uit een der uiteinden van de basis (langste evenw^dige zflde) getrokken. 

365. Verdeel een vierhoek in twee geliyke deelen door een rechte 
uit een punt, op een der zyden gelegen, te trekken. 

366. Door een willekeurig punt een rechte te trekken, die een tra- 
pezium, in twee geltJke deelen verdeelt. 
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367. Binnen een driehoek ABC wordt een punt P aangenomen en 
met een punt Q op BC vereenigd. Men vraagt door P een rechte te 
trekken, die met P Q den driehoek in twee geiyke deelen verdeelt. 

368. Beschrijf een vierkant, dat gelflk is aan de som of aan het 
verschil van twee gegeven vierkanten. 

369. Beschryf een vierkant, dat geiyk is aan de som van drie 
gegeven vierkanten. 

370. Een trapezium in twee gelyke deelen te verdeelen door een 
rechte, evenw^dig met de evenwijdige zjjden. 

371. Een gegeven vierhoek in een parallelogram te veranderen met 
hetzelfde oppervlak. 

372. Een gegeven vierhoek in een ruit te veranderen met hetzelfde 
oppervlak. 

373. Verander een willekeurigen vierhoek in een driehoek met het- 
zelfde oppervlak en waarvan bovendien één der hoeken een gegeven 
grootte heeft. 

374. Een driehoek te construeeren, waarvan het oppervlak geltjk is 
aan dat van een gegeven vtJfhoek. 

375. Door een gegeven punt, op een der zflden van een willekeurigen 
vierhoek gelegen, een rechte te trekken, die den vierhoek in twee 
gelijke deelen verdeelt. 



Herhaling. 

376. Een driehoek te construeeren, als een zijde en de zwaartelijnen, 
uit de uiteinden dezer zijde getrokken, gegeven zijn. 

377. Een driehoek te construeeren, als de middens der zijden 
gegeven zijn. 

378. Een driehoek te construeeren, als de drie zwaartelflnen ge- 
geven zijn. 

379. Bewijs, dat de loodlijn, uit het zwaartepunt van een driehoek 
op een willekeurige rechte neergelaten, gelijk is aan het derde deel 
van de som der loodlijnen, uit de drie hoekpunten van den driehoek 
op diezelfde rechte neergelaten. 

380. In een vijf hoek A B C D E zijn M, N, O, P, Q de middens van 
AB, BC, CD, DE, EA. Bewijs, dat de driehoeken EMO en NPQ 
hetzelfde zwaartepunt hebben. 

381. Construeer een vijf hoek, als de middens van de zijden ge- 
geven ziJn. 

382. Kan een vierhoek geconstrueerd worden, als de middens van 
de zijden gegeven zijn? 
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383. Als men de middens van de eerste, derde en vijfde zUde en 
ook die van de tweede, vierde en zesde zt|de van een willekeurigen 
zeshoek verbindt, ontstaan twee driehoeken, die hetzelfde zwaarte- 
punt hebben. 

384. Construeer een zevenhoek, als de middens van de zyden 
gegeven zQn. 

385. Een driehoek te construeeren, als de voetpunten van zQn 
hoogtel\)nen gegeven z^jn. 

386. Is H het hoogtepunt van een driehoek ABC, dan is AH 
geljjk aan het dubbel van de loodlQn, uit het middelpunt van den om- 
geschreven cirkel van den driehoek op B C neergelaten. 

387. Het hoogtepunt H, het zwaartepunt Z en het middelpunt M 
van den omgeschreven cirkel van een driehoek liggen op één rechte 
en wel zoo, dat H Z = 2 Z M. 

388. Als men op een l\)n als basis naar verschillende z\jden twee 
driehoeken van gelflk oppervlak beschrflft, dan wordt de rechte, die 
de toppen verbindt, door de basis middendoor gedeeld. 

389. BewQs, dat het vierkant van de rechte, die een buitenhoek 
van een driehoek middendoor deelt, gelijk is aan het product van de 
stukken der overstaande z|jde, verminderd met het product der beide 
andere zyden. 

390. Als de overstaande zijden A B, D G van een vierhoek elkander 
in P ontmoeten en Q en E dé middens van de diagonalen A C en B D 
z\)n, dan is APQR gelyk aan het vierde deel van den vierhoek ABCD. 

391. Als uit de uiteinden van de basis van een driehoek loodl\jnen 
neergelaten worden op de bisectrix van den tophoek, dan is de rechte, 
die het midden van de basis met een der voetpunten vereenigt, gelflk 
aan de helft van het verschil van de opstaande z^den van den driehoek. 

392. Als twee driehoeken op dezelfde basis staan en gel\)k opper- 
vlak hebben, dan z\jn de stukken, die hunne opstaande z\jden van een 
rechte evenwijdig aan de basis afsnijden, gelijk. 

393. Als twee cirkels elkander inwendig in P raken en twee rechten, 
uit P getrokken, snijden den eenen cirkel in A en B en den tweeden 
cirkel in C en D, dan is A B 1 1 C D. 

Hoe luidt de overeenkomstige stelling, als de cirkels elkander uit- 
wendig raken? 

394. Indien twee cirkels elkander in P raken en een rechte, door P 
gaande, de beide cirkels in A en B sn\jdt, dan zijn de raakiynen in 
A en B evenwijdig. 

395. Door een der snijpunten van twee cirkels een rechte te trekken, 
zoodat het stuk, dat de beide cirkels ervan afsnijden, een gegeven 
lengte heeft. 

396. Door een der snijpunten van twee cirkels een rechte ' te 
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trekken, zoodat het stuk, dat de beide cirkels ervan afsnijden, zoo 
groot mogeiyk zij. 

397. Construeer x uit elk der vormen 

a; = Y/a*-t-4&* — 3aö, a; = \/2a2 -h 3&*-h a&, 

waarin a en & gegeven rechten voorstellen. 

398. Van een driehoek z^jn de zijden 12, 17 en 25 cM. Men vraagt 
de lengte der rechte te bepalen, die den hoek over de eerstgenoemde 
zyde middendoor deelt. 

399. Bewijs, dat als C en D harmonisch toegevoegd zfln tot A en 
.B, terwfll M het midden van CD is, de betrekking bestaat 

MC* = MAXMB. 

400. Van A A B C ztjn de zijden B C = 12 cM., C A = 18 cM. en 
AB = 10 cM. Men trekt nu door de hoekpunten A, B, C drie rechten, 
die door één punt gaan en de overstaande zijden in D, E en F snflden, 
zoodanig, dat B D = 7 cM., C E = 10 cM. Bereken de stukken, waarin 
FE de ztjde BC na verlenging verdeelt. 

401. Van een trapezium zfln gegeven de evenwijdige zijden AB=: 25 cM., 
CD=10cM. en de opstaande zijden BC=14cM enAD = 13cM. 
Op de zijde CD neemt men een punt E aan zoodanig, daf CE = 7cM. 
is. Bepaal de lengte van A E en de stukken, waarin deze rechte na 
verlenging de zijde B C verdeelt. 

402. In een rechthoekigen driehoek ABC trekt men de hoogtelijn 
AD op de hypothenusa. Bewijs, dat 

1 1 _ 2 A __ BC^ 

BD"*" CD"" 1^3—4 ^2' 

als A het oppervlak van A A B C voorstelt. 



HOOFDSTUK XXII. 



HET METEN VAN HOEKEN DOOR CIRKELBOGEN. 

105. Wy zullen in deze paragraaf de verhouding van twee middel- 
puntshoeken in een cirkel vergeleken met die der bogen, welke zQ 
uit den cirkel sneden. 

Daartoe merken wfl allereerst op, dat reeds in N° 74 de eigenschap 
bewezen is, dat in een cirkel b\) geiyke middelpuntshoeken geltjke 
bogen behooren. Wfl bewyzen nu verder: 

Eigensohap 199. Zijn in een cirkel twee middelpuntshoeken ongelijk, 
dan behoort bij den grootsten middelpuntshoek ook de grootste boog. 

O-egeven: LAMB>LCMB. 

Te bewijzen : ögf. A B > bg, C D. 

Bewijs : Laat men L O M D om het punt M 
draaien, totdat MC langs MA valt, dan komt 
C in A, omdat MC=MA is, en M D zal tusschen 
MA en M B vallen wegens het onderstelde. Het 
punt D zal dan in een punt E van den cirkel 
vallen, en bg.CB moet dan ook ög.AE volkomen 
bedekken. Dus is ög. O D < bg. A B. 
Eigensohap 200. Twee middelpuntshoeken in een cirkel zijn even- 
redig met de daarbij behoor ende bogen. 

Te bew\jzen: 

LCMD: L AMB = &gf.CD:&ö'.AB. 

Bewlja : BQ het bepalen van de verhouding 
der hoeken C M D en A M B moeten twee 
gevallen onderscheiden worden. 

1« geoal: De hoeken CMD en AMB hebben 
een gemeene maat, die wfl door p voorstellen. 
Meet deze op elk dier hoeken zoo dikwijls 
mogelvjk af en zQ dan 

LAMB = 7p en LCMD=z4p, 
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dus 



LAMB 



L C M D ^' 

De deellynen zullen nu volgens N*^ 74 de bogen AB en CD ook 
in onderling gelyke deelen verdeelen, die wy elk door q voorstellen. 
Dan moet hg, A B zeven en hg, C D vier van deze stukken bevatten, dus 

5gr. A B = 7 g, ögf. C D = 4 g, 



en 



ööf.AB 



Hieruit volgt dan 



hg,GJ) 
LAMB 



= f 



5^.AB 



L C M D 5^. C D 

2* geval: De hoeken AMB en CMD hebben geen gemeene maat 
(fig. 196). 

Men heeft dan, om de verhouding dier hoeken te bepalen, volgens 
§ 67 een der hoeken, b. v. L C M D, in 
n gelyke deelen, elk groot jp° te ver- 
deelen en zulk een deeltje p op den 
anderen hoek zoo dikwtJls mogelijk, 
stel mfnaal, af te meten, waarbij ©ön 
hoek EMB zal moeten overblyven, die 
kleiner dan p° is. Dus is 

L CMD = wp, 
en 

(m-\- l)jp> L AMB>mp, 

derhalve door deeling 




Fig. 196. 



m-+-l LAMB 



> 



m 



LCMD 

Om nu de verhouding der bogen A B en C D te vinden, heeft men 
slechts op te merken, dat door de deellynen, in LCMD en L AMB 
getrokken, op den boog CD n en op den boog AB m deelen ontstaan 
ztjn, die volgens N*^ 74 alle gelijk zyn, dus elk door q voorgesteld 
kunnen worden, terwijl bovendien bij hg. KB een stuk EB is over- 
gebleven, dat volgens N*' 199 kleiner is dan zulk een deeltje g, omdat 
L E M B < p. Maar dan is 

ögf. C D = n g, 
(m -f- 1) g > &öf. A B > m g, 

derhalve door deeling 

m-h 1 ^ 6g. AB m 

~n^ ^ hg. CD ^ 'n 
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De verhoudingen LAMBiLCMD en bg.ABibg.CD liggen dus 

tusschen dezelfde grenzen, die - verschillen. Dus moeten die verhou- 

n 

dingen in elk geval minder dan - verschillen. Indien men nu echter 

n 

n voortdurend laat toenemen, dan zal het verschil, dat tusschen de breuken 

LAMB hg.AB 

en 

L C M D hg. CD 

bestaan kan, toch steeds minder dan - moeten blijven en dus tot nul 

n 

naderen. Derhalve is 

L AMB _ &gf.AB 

LCMD""&öf.CD' 

106. Trekt men in een cirkel een middellfln en verdeelt men de 
beide hierdoor aan het middelpunt ontstane gestrekte hoeken elk in 
180 geltJke deelen, dan zullen er aan het middelpunt 360 hoekgraden 
gevormd z^n. De deeliynen zullen echter volgens N° 74 ook den cirkel 
in 360 geltjke bogen verdeelen. 

Een 360**« deel van den cirkel wordt booggraad genoemd. 

Uit het vorige blijkt, dat bfl eiken hoekgraad aan het middelpunt 
een booggraad behoort. 

Het zestigste deel van een booggraad wordt boogminuut, het 
zestigste deel van een boogminuut wordt boogsecunde genoemd. 

Eigenschap 201. Een middelpuntshoek in een cirkel bevat evenveel 
hoekgraden, als het aantal booggraden bedraagt van den boog^ die 
erbij behoort. 

Bewtjs : In N° 200 is nameltik bewezen, als LAMB en L C M D 
willekeurige middelpuntshoeken zyn, 

L AMB: LCMD = 5öf.AB;6öf.CD. 

Kiest men nu voor L C M D een hoek- 
graad, dan is volgens het vorige de daarbij 
behoorende boog CD een booggraad; dus is 

L A M B : 1 hoekgraad = bg.AB:l booggraad . 

Men drukt N® 201 ook dikwijls aldus uit: 
Fig. 197. Een hoek aan het middelpunt van een cirkel 

wordt gemeten door {of is gelijk aan) den 
boog, dien hij uit den cirkel snijdt. 
In elk geval is men gewoon te schrflven; 

L A M B = &^. A B. 
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Fig. 198. 



Eigenschap 202. Een omtrekshoek bevat half zooveel hoekgraden, 
<d8 het aantal booggraden bedraagt van den bijbehoorenden boog. 

Te bewijzen: L ABCi=|&g. AC. 

Bewjjs : Yereenigt men het hoekpunt B met het middelpunt M van 
den cirkel, welke rechte na verlenging den cirkel 
in D sn\jdt, en vereenlgt men bovendien M met 
A, dan is L AMD een buitenhoek van AAMB, 
dus 

LAMD=LABM-f-LMAB. 
Maar 

L ABM=LMAB, 
derhalve 

LAMD = 2LABM; 

dus volgens N<* 201 

L ABM = |&9f.AD. 

Evenzoo bewast men 

LCBM=J&flf.CD 

en door optelling ontstaat dan 

LABC = |&flf.AC. 

De üguur kan ook zoodanig geteekend z\jn, dat, als men B met M 
vereenigt, de gegeven hoek ABC niet de som, maar het verschil van 
twee andere hoeken wordt. 

Als in het bijzonder in fig. 198 bg. AC =: 180° is, zoodat de rechte 
A C een middelltjn zou zfln, dan moet LABO recht zQn, Deze eigen- 
schap is in werkelijkheid dezelfde, als die wy onder N® 52 vermeldden, 
nl. dat het middelpunt van den omgeschreven cirkel van een recht- 
hoekigen driehoek in het midden der hypothenusa ligt. 

Eigenschap 208. Een hoek, gevormd door een r aaklijn en een 
koorde, uit het raakpunt getrokken, is gelijk aan den halven boog door 
de koorde onderspannen. 

Bew\js : Deze eigenschap is een onmiddel- 
lijk gevolg van N° 202; want laat men 
in fig. 199 een der boenen, b. v. B C, van 
den omtrekshoek ABC, die door den 
halven boog AC gemeten wordt, om B 
draaien, totdat C in B gekomen is, dan 
is C B raaklfln geworden en L A B D is 
dus = I ögf. A B. 

Onmiddellyke gevolgen van Eigenschap 
202 ztjn nog 




Fig. 199. 
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Fig. 200. 



Eigenschap 204. Alle omtrekshoeken, die van eenzelfden cirkel 
denzelfden boog afsnijden, zijn gelijk. 

Men is hierom gewoon te zeggen, dat het cirkelsegment ABC, 
ontstaan door in fig. 198 de koorde A C te* trekken, den hoek ABC 
bevat en als b^zonder geval kan dan nog de spreekwijze vermeld 
worden, dat een rechte hoek steeds in een halven cirkel ligt. 

Eigenschap 205. Een hoek, wiens hoekpunt binnen den cirkel ligt, 
is gelijk axin de halve som der bogen, tusschen den hoek en diens over- 
staanden hoek gelegen. 

Te bewijzen: 

L A P D =: ^ (6^. A D -f- &öf. B C) . 

Bewjjs : Vereenigt men namelijk B met 
D, dan is 

LAPD=:LABD4-LPDB, 

of, als men volgens N*^ 202 de beide hoeken 
A B D en P D B in de bybehoorende bogen 
van den cirkel uitdrukt, 

L APD = p^.AD-f-ifegBC. 

Eigenschap 206. Een hoek, wiens hoekpunt buiten den cirkel ligt, 
is gelijk aan het halve verschil der bogen, tusschen de beenen gelegen. 

Te bewijzen: 

L B A C = i (öfif. B C — &öf. D E). 
BewQs: Trekt men CD, dan is 
LCDB=LCAD-4-LDCA, 
of 

L C A d'= LCDB— LBCA, 

derhalve wordt volgens N*^ 202, als 
men de hoeken C D B en D C A in 
de btjbehoorende bogen van den cirkel uitdrukt, 

L C A D = J &Êy . B C — i öfif . D E . 

Opmerking verdient nog, dat deze eigenschap geldig bluft, als een 
der beenen of de beide beenen van LBAC (fig. 201) raakltJnen 
worden. 
Uit de drie eigenschappen 204, 205, 206 te zamen volgt nu 
Eigenschap 207. De meetkundige plaats der toppen van alle drie- 
hoeken, die op dezelfde basis staan en een gelijken tophoek hebben, is 
een cirkelboog, gaande door de uiteinden van de basis. 




Fig. 201. 
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Eigenschap 208. Twee omtrekshoeken, wier beenen door hetzelfde 
tweetal punten van den cirkel gaan^ maar wier hoekpunten aan ver- 
schillende kanten van die twee punten liggen, zijn elkanders supplemmt. 

Te bewjjjzen: 

LABC-|-LADC = 180°. 

Bewijs: Volgens N*^ 202 is: 

L ABC = |&9r.ADC, 
L ADC = i^&Ér.ABO; 

dus door optelling 

LABC+LAI)C = | cirkel = 180°. 

Eigenschap 209. Een omtrekshoek, gevormd door een koorde en 
het verlengde van een andere koorde, is gelijk aan de halve som der 
bogen, door de beide koorden onderspannen, ^^„-^-^^^^ y^ 

Te bewezen: 

L ABC=^&9r.ABD. 
Bewtjs: Trekt men AD, dan is 
LABC=:LBAD-+-LADB, 
waaruit onmiddelltjk de stelling volgt. Fig. 208. 





Vraagstukken. 

403. Bewys, dat bogen tusschen evenwijdige koorden gelyk zyn en 
omgekeerd. 

404. Als de kleinste der bogen, gelegen tusschen twee raakliJnen, uit 
één punt aan een cirkel getrokken, a° bedraagt, boe groot is dan de 
hoek tusschen de raaklQnen? 

405. De straal van een cirkel is 2 cM. Uit een punt P buiten <}en 
cirkel zt)n twee raaklQnen aan den cirkel getrokken, welker raakpunten 
den cirkel verdeelen in bogen, die zich verhouden als 1:2. Hoe ver 
is P van het middelpunt verwijderd? 

406. Op de basis van een gel\)kbeenigen driehoek als middelljijn be- 
schrijft men een cirkel. Hoe groot z\jn de bogen, die van dezen cirkel 
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door de boenen van den driehoek afgesneden worden, als de tophoek 
van den driehoek 70° bedraagt? 

407. Door het raakpunt A van twee uitwendig of inwendig rakende 
cirkels M en O trekt men een l^n, die de cirkels in G en D sn\jdt. 
Bewtjs, dat de bogen C A en D A evenveel graden bevatten en dat de 
raaklQnen in C en D evenwijdig loopen. 

408. Om een vierhoek ABCD kan een cirkel beschreven worden. 
De overstaande z\jden A B en G D snijden elkander na verlenging in E 
en evenzoo leveren GB en DA het snijpunt F op. Bew\js, dat het 
halve verschil van L B E C en L A F B het complement van L A D C 
en de halve som dier hoeken het complement van L B A D is. 

409. Als twee koorden van een cirkel elkander binnen den cirkel 
loodrecht snijden, dan is de som van twee niet opeenvolgende der vier 
bogen, waarin de cirkel verdeeld wordt, gelijk aan de som van het 
andere paar. 

410. Beschrijft men op twee zjtjden van een driehoek als middellonen 
cirkels, dan snijden deze elkander op de derde zijde. 

411. Beschrijft men op elk der zijden van een driehoek naar binnen 
toe een cirkelsegment, zoodat de drie hoeken, welke die segmenten 
bevatten, te zamen twee gestrekte vormen, dan zullen de drie bogen 
dier segmenten door één punt gaan. 

412. Beschrijft men biJ een driehoek A B G een cirkel, die door B en C 
gaat en G A raakt, evenzoo een cirkel, die door G en A gaat en A B 
raakt en een derden cirkel, die door A en B gaat en B G raakt, dan 
gaan deze cirkels door één punt (punt van Brocard). 

413. De drie rechten, die het punt van^BRocARD met de drie hoek- 
punten vereenigen, vormen met de zyden gelijke hoeken (L OBG = 
LOGAzziLOAB). 

414. Hoe kan een tweede punt geconstrueerd worden, dat dezelfde 
eigenschap bezit? 

415. Als op dezelfde koorde twee cirkelsegmenten beschreven zijn, 
dan snijden alle hoeken, die het eene segment bevat (of de overstaande 
hoeken van deze), gelijke bogen van den boog van het andere seg- 
ment af. 

416. Gegeven is een gelijkbeenige driehoek ABG en een willekeu- 
rige driehoek APG, die op dezelfde basis staat, en wiens tophoek de 
helft is van L A B G. Bewijs, dat B het middelpunt is van den cirkel, 
die om A A P G beschreven kan worden, 

417. Snijdt de middellijn, die op een koorde AB van een cirkel lood- 
recht getrokken wordt, den cirkel in P en Q, dan zullen de rechten, 
die P en Q met een willekeurig punt G van den cirkel verbinden, de 
koorde AB en haar verlengde in twee punten ontmoeten, die har- 
monisch tot A en B liggen. 
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418. Is P het midden van den kleinsten boog, die door de zyde B C 
van A A B C in den omgeschreven cirkel onderspannen V70rdt, dan is 
de rechte, die P met het middelpunt van den in A A B C beschreven 
cirkel verbindt, gelflk aan P B. 

419. Als twee cirkels elkander invrendig in P raken en een wille- 
keurige rechte snydt den eenen cirkel in A en B, den anderen in 
€ en D, dan is L A P C = L B P D. 

420. Leid een overeenkomstige stelling af voor het geval, dat de 
oirkels elkander uitwendig raken. 

421. Hoe luidt N^ 419, als de daarbi) voorkomende rechte den klein- 
sten cirkel raakt? 

422. Als de hoogteltjnen van een driehoek ABC elkander in H 
snijden en de rechte AH de zt)de BC in D en den omgeschreven 
cirkel van den driehoek in Gt snfldt, dan is H D = D G-. 

423. Gegeven twee rechten AB en CD van willekeurige lengte, die 
•elkander in S snijden. Als men een cirkel beschrijft, die door de punten 
A, S en D gaat en- een tweeden cirkel, die door B, S, C gaat, welke 
cirkels elkander in P snijden, dan is AAPBc^ACPD. 

524. Construeert men op de rechten AB en CD van het vorige 
Traagstuk gelijkvormige driehoeken ABE en CD F, zoodat A en C, 
B en D, E en F gel\jkstandige hoekpunten zijn en de geljjkstandige 
•elementen in beide in dezelfde orde op elkander volgen, dan is 
LEPP = LAPDenPE:PF = AB:CD. 

(Het punt P heet het homothetisch centrum van de gelijkvormige 
:Bguren, op AB en CD geconstrueerd). 

425. De meetkundige plaats der punten, waarvoor de verhouding 
der afstanden tot twee vaste punten A en B dezelfde waarde heeft, is 
-een cirkel, waarvan het middelpunt op het verlengde van AB ligt, 
terwijl de snijpunten van dien cirkel met AB harmonisch tot het 
puntenpaar A, B gelegen zijn. 
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HOOFDSTUK XXIIL 



EVENREDIGHEID VAN LIJNEN IN DEN CIRKEL. 
GELIJKVORMiaHEIDSPUNTEN. 

107. Wy zullen nu met behulp der eigenschappen van hoeken in 
een cirkel, die in het vorige hoofdstuk bewezen z\)n, eenige toepas- 
singen der gelijkvormigheid van driehoeken b^j den cirkel maken. 

Eigenschap 210. Trekt men twee koorden, die elkander binnen of 
buiten een cirkel snijden, dan hee/t het product der stukken van iedere 
koorde dezelfde waarde. 

Hierbij heeft men in het oog te houden, dat de stukken eener koorde 
van het snijpunt der koorden tot aan de beide snijpunten met den 
cirkel gerekend moeten worden. 

De eigenschap en het bewijs luiden voor de twee gevallen, waarb\) 
de figuren 204 a en & behooren, volkomen geiyk. 





Fig. 204 a. Fig. 204 d. 

Te bewezen: OAxOB = OCxOD. 

Bew^s: Daar men het gestelde ook in den vorm schreven kan 
OA:OC = OD:OB, 
zoo trachte men slechts aan te toonen, dat 
A ADOco A BCO 
iS; nadat de punten A en G met D en B vereenigd z^n. Nu is 

LAOD=LCOB, 
en LAD0 = i5flf.AC = iLCB0, 

dus ztjn inderdaad de genoemde driehoeken gelijkvormig en uit de 
evenredigheid der gel\jkstandige z\jden volgt dan het gestelde. 
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Men kan N®. 210 ook aldus uitdi^ukken : Het product der stukken 
van een snfllyn, heeft voor alle sntjltjnen, die door een vast punt 
binnen of buiten een cirkel gaan, dezelfde waarde. 

Deze standvastige waarde wordt de macht van het vaste punt 
ten opzichte van den cirkel genoemd. 

Ligt het punt buiten den cirkel, dan hebben de beide stukken van 
een willekeurige daardoor gaande snfliyn dezelfde richting en zegt men 
dientengevolge, dat de macht van dat punt ten opzichte van den cirkel 
positief is. Ligt het punt binnen den cirkel, dan hebben de stukken 
van een daardoor gaande sn4jl\jn tegengestelde richting en is de macht 
dus negatief. Voor punten op den cirkel is de macht nul. 

Trekt men door het punt O (fig. 205) een middelUjn van den cirkel, 
die dezen in de punten P en Q snydt, 
dan is de macht van O ten opzichte 
van den cirkel 

= 0P X OQ = (OM — r)(OM-!-r) 
= O M* — r*, 

en deze uitdrukking, die gemakkelijk 
in woorden gebracht kan worden, 
blyft ook geldig, als het punt O binnen 
den cirkel ligt. 

Laat men in fig. 204 & de rechte 
OC om O draaien, zoodat C en D 

tot elkander naderen, dan zal O C tot een raakiyn naderen. Maar N® 210 
blyft voortdurend geldig; dus verkrijgt men: 

Eigenschap 211. Trekt men uit een willekeurig punt buiten een 
cirkel een raaklijn en een koorde^ dan is de tweede macht der raaklijn 
gelijk aan het product der stukken van de koorde. 

Laat men ook OA om O draaien, tot 
z\j raaklijn geworden is, dan biykt uit de 
vorige eigenschap dus, dat de tweede 
machten der beide raakl^jnen gel\jk z|jn. 
Derhalve komt men langs anderen weg, 
dan in hoofdstuk X tot eigenschap 96: 
de twee raaklynen, uit eenzelfde punt aan 
een cirkel getrokken, zfln even lang. 

108. Een ander bjjzonder geval van 
N<* 210 ontstaat, als men door een punt P, 
binnen een cirkel gelegen, een middelltjn 

A B en een koorde C D, loodrecht op die middelUjn, trekt (fig. 206). 
Volgens N^ 78 is dan namelijk CP = PD en volgens N° 210 is 

APxPB=:CPXPD, 




Fig. 205. 




Fig. 206. 
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derhalve APxPB = CP* of AP:CP = CP:PB; 

dus in woorden: 

Eigenschap 212. De loodlijn, uit een punt van een cirkel op een 
vyillekeurige middellijn neergelaten, is middelevenredig tusscken de 
beide stukken, waarin zij die middeUijn verdeelt. 

Deze eigenschap stemt geheel overeen met die, welke wy in N' 177 
leerden kennen, zooals men onmiddeliyk inziet, wanneer men in 
fig. 206 de punten A en B met C verbindt, want dan is, omdat 
6flf. A D B = 180® is, de hoek A C B = 90° en C P is de hoogteen op 
de hypothenusa van den rechthoekigen driehoek ACB. 

In de aldus ontstane figuur kan men dan ook onmiddeliyk eigenschap 
176 opschreven, die derhalve ook als volgt kan worden uitgedrukt: 

Bigensohap 218. Trekt men uit een punt van een cirkel een middel- 
lijn en een koorde, dan is de koorde middelevenredig tusschen de 
middellijn en hare projectie daarop. 

Een gevolg dezer eigenschap is verder : 

Bigensohap 214. Trekt men in een cirkel mt één punt een middel- 
lijn en verschillende koorden, dan zijn de vierkanten dier koorden 
evenredig met hare projecties op de middellijn. 

Z\jn nameiyk A B en B C twee zoodanige 
koorden, AB, en ACj hare projecties op 
de middeliyn AD, dan is 

AB* = ABiXADenAC''» = ACiXAD; 

dus door deeling 

AB»:AC* = ABi:ACi. 

Wt) zagen reeds, dat uit N^ 176 het 
theorema van Pythagoras volgt. Het is 
nu eenvoudig van deze laatste stelling een 
toepassing bij den cirkel te maken. 

Bigensohap 215. iJen koorde in een cirkel is des. te kleiner, naar- 
mate haar afstand van het middelpunt grooter is. 

Gegeven: MEJ_AB, MF_LCD, 

ME>MF. 
Te bewijzen : A B < C D. 

Bewtjs: Volgens N<* 78 worden AB en 
C D door M E en M F gehalveerd. Trekt men 
nu MB en MC, dan is 

MB* = ME*-+-EB*, 
M C* = M F* H- F CS 
maar MB = MC, dus 




Fig. 207. 
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M E*-+- E B* = M F^ -r F C*. 

Uit het gegevene : M E > M F volgt dus E B < F C, of A B < CD. 
Ook het omgekeerde van deze eigenschap is waar. 
109. Wö gaan nu over tot evenredigheden, die by twee cirkels 
voorkomen. 
Daartoe stellen wt) de volgende vraag: 
Als de stralen van twee cirkels en de afstand hunner middelpunten 





Fig. 209. 

gegeven zQn en men trekt in elk dier cirkels een straal, zóó dat deze 
stralen evenwijdig loopen en dezelfde of tegenovergestelde richting 
hebben, dan wordt gevraagd den afstand te berekenen, waarop de 
rechte, die de uiteinden der stralen verbindt, de iJljn, die door de beide 
middelpunten gaat, sntjdt. 

Gegeven: M A = R, NB = r, MN = a, M A HBjB. 

Ghevraagd : N Gr en N Gj. 

Bewvjs : Uit de evenwfldigheid van M A en N B volgt in A M A G 

NB:MA = NG:MG, 



dus 



en hieruit vindt men 



r:R = NG:(a-j-NG), 



NG: 



ar 



R — r 
Evenzoo vindt men uit de evenredigheid 

NBi:MA = NGi:MGi, 

r:R = NGi:(a — NGj), 
de volgende waarde voor NG, 



of 



NGi = 



ar 
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Eigenschap 216. AUe rechten, die bij twee cirkels de uiteinden van 
twee evenwijdige stralen van gelijke richting verbinden, snijden de rechte^ 
die de beide middelpunten vereenigt, in hetzelfde punt. 

Want neemt men in plaats van NA en N B in fig. 209 twee andere 
evenwijdige stralen van geiyke richting en onderstelt men, dat de 
rechte, die hunne uiteinden verbindt, de l^jn MN in H snydt, dan 
vindt men door dezelfde berekening als hiervoor 



NHnr 



ar 



dus is N H = N ö, d. i. H moet met G samenvallen. 
Op dezelfde w\jze toont men aan: 

Eigenschap 217. AUe rechten, die bij twee cirkels de uiteinden van 
twee evenwijdige stralen van tegengestelde richting verbinden, snijden de 
rechte, die de beide middelpunten vereenigt, in hetzelfde punt. 

De twee punten G en Gj worden geltJkvormigheidspunten 
van de beide cirkels genoemd en wel heet G het uitwendig en 
G, het inwendig geltjkvormigheidspunt. 

Ook het omgekeerde der beide vorige eigenschappen is waar: 
Eigenschap 218. Trekt men door een gelijkvormigheidspunt van 
twee cirkels een snijlijn, dan hopen de stralen, naar de vier snijpunten 
getrokken, twee aan twee evenwijdig. 

Men bewQst deze stelling gemakkel^k langs indirecten weg. 
Eigenschap 219. Elke rechte, die de beide cirkels te gelijk raakt, 
moet door een gelijkvormigheidspunt gaan. 

Is nameltjk R S zulk een rechte en ztjn R en S de raakpunten, dan 

zullen de stra- 
Jf lenMRenNS 

beide loodrecht 
op de raaklijn 
staan en dus 
evenwt)digzt)n. 
Bovendien zul- 
len ztl óf de- 
zelfde richting 
óf tegengestel- 
de richting heb- 
ben. In het 
eerste geval 
moet de rechte 
R S, die de uiteinden dier stralen verbindt, d. i. de raakiyn, volgens 
N® 216 door het uitwendig gelijkvormigheidspunt gaan, in het tweede 
geval volgens N® 217 door het inwendig gelijkvormigheidspunt. 




Fig. 210. 
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Het aantal gemeenschappeiyke raakmnen van twee cirkels zal dus 
hetzelfde zfjn als bet aantal raaklijnen, dat men uit de punten G en G^ 
aan één der cirkels trekken kan. Men verkrijgt dus uit het uitwendig 
geiykvormigheidspunt twee uitwendige gemeenschappelijke 
raaklvjnen en uit het inwendig gelvjkvormigheidspunt twee inwen- 
dige gemeenschappelijke raaklvjnen. 

Als de beide cirkels elkander uitwendig raken, dan valt, zooals men 
gemakkelijk inziet, het inwendig gelijkvormigheidspunt met het raak- 
punt samen; raken daarentegen de twee cirkels elkander inwendig, dan 
ligt het uitwendig gelijkvormigheidspunt in het raakpunt. 

Eigensoliap 220. Construeert men alle gelijkvormigheidspunten van 
drie cirkelsj twee aan twee genomen^ dan liggen steeds twee inwendige 
gelijkvomdgheidspunten met een uitwendig op één rechte en bovendien 
liggen de drie uitwendige gelijkvormigheidspunten op één rechte. 

Gegeven: G en Gj zijn het uitwendig en het inwendig gelQk- 




Yormigheidspunt van de cirkels 
N en O, evenzoo H en Hj van 
O en M en eindelijk I en Ij van 
M en N. 

Te bewgaen: Gj, Hj, en I 
liggen op één rechte. 

Bew^B : Beschouwt men den 
driehoek M N O, door de middel- 
punten gevormd, op welks zijden 

de punten Hj, G^ en I gelegen zijn, dan heeft men slechts aan te 

toonen, dat 

H, O X Gi N X I M = Hl M X Gi O X I N, 



Fig. 211. 



om volgens N® 151 te kunnen besluiten, dat Gj, Hj, I op één 
rechte liggen. 



Digitized by 



Google 



200 



Duidt men nu de stralen der cirkels M, N, O door r^, rj, r^ aan^ 
dan vindt men onmiddellijk 



IM 




G,N 


._»■» 


H,0_r, 
H,M r.' 




IN" 


G.O' 


~r,' 




y^ ^ 








dus is 




f— -r 


r 




1 


IMXG,NXH,0_ 
INxGjOXHiM " 


•wtrrk 



Fig. 212. 



Een willekeurige sn^jiyn kan 
in het algemeen met twee cir- 
kels vier punten A, B, C en D 
gemeen hebben. Hiervan zullen 
wtl A en D de beide uiterste, B en C de middelste noemen. 

Eigenschap 221. Trekt men door een gelijkvormigheidapunt snij- 
Ujnen aan de beide cirkeU, dan heeft het product der stukken van elk 
dier rechten, gerekend van het gelijkvormigheidspunt tot twee uiterste 
snijpunten {of tot twee middelste) voor al die snijlijnen dezelfde waarde^ 




Fig. 213. 

Gegeven: G is het uitwendig gelijkvormigheidspunt. 
Te bewjgaen: G B X a C = G B' X a C', 

GAXGD = GA'XGD'. 
Bewijs; Schrtjft men de eerste dezer eigenschappen in den vorm 
GB:GC' = GB':GC, 
dan blflkt, dat men slechts te bewflzen heeft, dat 

AGBB'coAGCC' 
is. Deze driehoeken hebben allereerst L G gemeen en men heeft dus 
nog te onderzoeken of 
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L O B B' = L G O' C. 
Omdat G het uitwendig geltJkvörmigheidspunt is, zal in verband 
met N® 218 A MBG met A NDG gelijkvormig ztjn; dus is 
BG:DG = MB:ND = R: r. 
Evenzoo besluit men, dat 

B'G:D'G = R:r 
is, en in verband met de vorige evenredigheid is dus 

B G : D G = B' G : D' G, 
waaruit volgt B B' 1 1 D D'. 

Dus is L A B B' = L C D D'. 

Volgens N<* 208 is bovendien L CC'G het supplement van LCDD'; 
dus is ook 

L G B B' = L C O' G. 



Vraagstukken. 

426. Twee koorden snijden elkander zoodanig binnen een cirkel, 
dat de stukken van de eene 12 cM. en 17 cM. bedragen, terwijl een 
stuk van de andere 5 cM. lang is. Hoe groot is het andere stuk? 

427. Twee koorden van 25 cM. en 32 cM, snjjden elkander binnen 
een cirkel. Als een stuk van de eerste 7 cM. is, hoe lang z^jn dan de 
stukken van de andere? 

428. Twee koorden, die 20 cM. en 28 cM. lang zfln, sntjden elkander 
buiten den cirkel, zoodat het buiten den cirkel gelegen stuk van de 
eerste 5 cM. bedraagt. Hoe groot zyn de beide stukken van de andere 
koorde? 

429. Een punt P ligt op een afstand van 20 cM. van het middelpunt 
van een cirkel, die met een straal van 12 cM. beschreven is. De 
rechte, die P met een punt A van dien cirkel verbindt, is 10 cM. lang. 
Hoe lang is de koorde, die door den cirkel van PA afgesneden wordt? 

430. In een cirkel, met een straal van 10 cM. beschreven, trekt 
men een loodiyn van 8 cM. op een middellyn. Bereken de stukken, 
waarin deze de middelltjn verdeelt. 

431. In een cirkel, met een straal van 10 cM. beschreven, trekt men 
uit een zelfde punt van den omtrek een koorde van 12 cM. en een 
middelltJn. Bereken de projectie der koorde op de middelltJn. 

432. Uit een punt van den omtrek van een cirkel, met 12 cM. 
straal beschreven, wordt een koorde en een middelUJn getrokken en 
de koorde wordt op de middeUfln geprojecteerd. Als de projecteerende 
lijn 3 cM. lang is, hoe lang is dan de koorde? 
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433. Neemt men op het eene been van een hoek A P B twee punten 
C en B, op het andere twee punten E en F aan, zoodanig, dat 
PCx:PD=:PEyPF, dan liggen de punten C, D, É, F op een cirkel. 

434. Neemt men op het eene been P A van L A P B twee punten 
G en D aan en op het andere been een punt E zoodanig, dat 
P E* = P O X P D is, dan zal de cirkel, door C, D en E gebracht, het 
been PB raken. 

436. In een cirkel, op een middellQn AB van 5 cM. beschreven, 
wordt een punt P van den omtrek met A en B verbonden. Als nu 
PA = 3 cM., hoe groot is dan PB? 

436. In een cirkel, met een straal van 20 cM. beschreven, trekt 
men een koorde, die een afstand van 10 cM. van het middelpunt 
heeft. Op het verlengde van deze koorde neemt men een punt P aan, 
zoodanig, dat de raakl^n uit dat punt aan den cirkel getrokken 8 cM. 
lang is. Bereken de afstanden van P tot aan de uiteinden der koorde 
en tot het middelpunt. 

437. Om een driehoek, waarvan de zflden AB:=13, BC = 14 en 
C A =r 16 cM. bedragen, beschrijft men een cirkel en vereenigt nu het 
punt B met een punt D, zoodanig op A C aangenomen, dat A D i=: 10 
cM. is. Als nu BD den cirkel in E snijdt, hoe lang is dan DE? 

438. Bepaal den afstand der gel^kvormigheidspunten van twee cirkels, 
die met stralen van 30 en 12 cM. beschreven zfjn, terwijl de afstand 
hunner middelpunten 48 cM. bedraagt. 

439. Bew^s, dat de twee gelijkvormigheidspunten van twee cirkels 
harmonisch toegevoegd zjjn tot de middelpunten. 

440. Is M het midden van de rechte, door de beide geltjkvormig- 
heidspunten begrensd, dan verhouden de afstanden van M tot de 
middelpunten der cirkels zich als de vierkanten der stralen. 

441. Ztjn A en B de uiteinden eener middelltJn van een gegeven 
cirkel, loodrecht op een gegeven rechte getrokken, en trekt men door 
een dezer punten, b. v. door A rechten, die den cirkel opnieuw in de 
punten P, P', . . . de rechte in Q, Q'x . . . sntJden, dan heeft het product 
A P X A Q voor al die rechten dezelfde waarde. 

442. Trekt men door het raakpunt A van twee rakende cirkels 
Ijijnen, die den eenen cirkel in de punten B, B', . . . den anderen in 
C, O', . . . ontmoeten, dan heeft het product A B x A C voor al die 
snöHJnen dezelfde waarde. 

443. Staan de twee vorige stellingen in verband met N® 221? 

444. Trekt men door een geUJkvormigheidspunt van twee cirkels 
een sntjltjn aan de twee cirkels, dan ztJn de raaklgnen in de uiterste 
snijpunten evenwijdig met die in de middelste. 
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WERKSTUKKEN. 




110. Werkstuk 30. De (meetkundig) middelevenredige tusschen 
twee gegeven rechten te construeeren. 

Een onmiddellijke toepassing van N® 212 levert de volgende con- 
structie (fig. 21 4): 

Neem op een 
rechte de stukken 
AB = a enBC = &. 
Construeer op A C 
als middellyn een 
cirkel. Is nu BD . 
loodrecht op A C, 
dan is BD de ge- 
zochte middeleven- 
redige. 

Volgens N« 213 
verkrijgt men de na- 
volgende construc- 
tie (fig. 215): 

Neem op een rechte de stukken AB = a en AO' =zb. Beschrijf op 
de grootste dier rechten als middeliyn 
een cirkel. Is nu C' D' J_ A B, en ver- 
eenigt men het uiteinde dezer loodlfln 
met A, dan is A D' de gezochte middel- 
evenredige. 

Eindeiyk kan men volgens N" 211 
nog een derde constructie geven (fig. 216) : 

Neem op een rechte een stuk AC 
gelflk aan de grootste der beide gege- 
ven rechten, dus hier = a, en een stuk AB = &. Construeer nu een 
willekeurigen cirkel, die. door de punten* B en C gaat, dan zal een 



Fig. 214. 
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raakiyn AD, uit A aan dien cirkel getrokken, de verlangde middel- 
evenredige zQn. 

111. Het zal niet overbodig zfln op 
te merken, dat uit 




volgt 



a: x = x:b 



X* r= a & of X = 1/ ab, 



Fig. 216. 



zoodat door deze constructie tevens 
geleerd wordt, hoe deze laatste alge- 
braïsche vorm geconstrueerd kan worden. 
Eindeiyk ziet men gemakkelijk in, dat deze § ook een middel aan 
de hand geeft om de vormen a\/ 2, ayS enz., op andere wQze dan 

in Hoofdstuk XIX aangegeven werd, te vinden. Immers uit x=ia y/^ 
volgt b.v. 

X* = 3 a* of a : X == X : 3a, 

dus is X middelevenredig tusschen a en 3 a. 
HierbtJ sluit zich nu verder aan de constructie van den vorm 



x=zay"-, 

c 




als a, b, c gegeven rechten 
ztjn. 

Analyse: Uit deze be- 
trekking volgt 



x*:=a 



» ^ of X» ; 
c 



a^ =ib:c. 



Volgens N® 214 kan men 
dus X en a beschouwen als 
koorden in een willekeurigen 
cirkel, uit het uiteinde eener 
middeliyn getrokken, mits 
dan & en c de projecties van die koorden op die middelltjn ztJn. 

Stel dus, dat in fig. 217, waarin BD_LAM en CE_LAM is, 
AB = a, AD = c, AE = & en AC = x is. Dan is de straal van 
dien cirkel niet willekeurig; want vereenigt men B met P, dan moet 
A A B P rechthoekig zt)n. 

Gonstruotie: Construeer een rechten hoek QDR en neem op het 
eene been daarvan een stuk D A = c. Beschrflf nu om A een cirkel 
met den straal a, die RD in B snfldt, en richt in B een loodlfln op 
A B op, die het verlengde van A D in P sntJdt. Beschryf vervolgens 
op A P als middellfln een cirkel, neem A 5 = 6 en trek E F _l A P. 
Het snöpunt C .van E F met dien cirkel moet ten slotte met A 
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vereenigd worden om de gevraagde rechte x verkregen te hebben. 

Opmerkingen: 1^ Opdat de constructie mogeltjk z^, moet AD < AB 
zvjn, dus c < a en bovendien A E < A P. 

Is echter c niet kleiner dan a, dan kan men & en c beide door 
^ & en ^ c of ^ & en ^ c enz. vervangen, omdat b. v. uit 

X* : a- = ö : c. 
ook volgt x^:a^=.\b:-l c. 

Laten wy dus algemeener onderstellen, dat genomen is 

05* : a* = - & : - c, 
n n 

en dat nu - c < a is. In fig 217 moet men zich dan dus ook voor- 
n 

stellen, dat A D = - c en A E =: - & is. 
n n 

De tweede voorwaarde, waaraan voldaan moest worden, luidt 

AE<AP, dus -&<AP. 
n 

Nu is echter volgens N® 213 

AD:AB = AB:AP, 

•derhalve 1 . ^ 

- c : a = a : A P, 
w 

•en hieruit volgt ^ _ na^ 

Arzzz . 

c 

De voorwaarde, die vervuld moet worden, is dus 

n c 

Daar n een geheel willekeurig getal kon z^jn, zal aan deze voor- 
i^aarde zeker voldaan worden, als men kiest 

Construeert men nu de middelevenredige tusschen & en c en duidt 
men deze door p aan, dan is p* = b c en dus moet 

w*>-^, of «>^ 

zün. De aangegeven constructie is dus in elk geval mogelijk. 

Zyn & en c niet gegeven rechten, maar gegeven getallen, dan kan 
men dit geval tot het vorige terugbrengen door beide getallen b. v. 
met de lengte-eenheid of een harer onderdeelen te vermenigvuldigen. 

2^ De aangegeven constructie is niet de eenig mogel^ke; want uit 

X* := a* — 
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volgt 



x' = a . 



ab 



ab 



waarin de vorm — als vierde evenredige p tot c, a, b geconstrueerd 

kan worden en daarna is x middelevenredig tusschen a en p. 

112. Werkstuk 81. Op een gegeven koorde een cirkelsegment te 
construeeren, dat een gegeven hoek bevat. 

Analyse: Zjj AB de gegeven koorde en ACB het segment, dat 

den gegeven hoek ACB bevat. Benkt 
men zich den cirkel voltooid en nu in 
A een raakl\jn AD daaraan getrokken, 
dan is 

Lr)AB = |&öf.AB=LACB, 

dus is L D A B bekend. Het middelpunt 
van den cirkel zal dus liggen op de 
rechte, die in het raakpunt A loodrecht 
op AB wordt opgericht, en omdat AB 
een koorde van den cirkel is, zal het 
middelpunt bovendien liggen op de rechte, 
die AB loodrecht middendoor deelt. 

Uitvoering: Construeer in het punt 
A een hoek BAD, die gelijk is aan den 
gegeven hoek. Trek in A een loodltJn op AD en deel AB door een 
rechte loodrecht middendoor; deze rechten leveren door hunne sntJding 
het middelpunt van den gezochten cirkel op. 

113. Werkstuk 32. De gemeenschappelijke raaklijnen aan twee 
gegeven cirkels M en N ^e construeeren. 

Eerste oplossing. 

Analyse. Volgens N® 219 gaat elke gemeenschappeljjjke raaklfln 
door een der geHJkvormigheidspunten Qt of Gj. Construeert men dit 




Fig. 218. 




Fig. 219. 
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Fig. 220. 



geltjkvormigheidspunt G met behulp van twee willekeurige evenwijdige 
stralen MA en NB, dan is een raakltjn uit G-, aan een der beide 
cirkels getrokken, de verlangde rechte. 

Tweede oplossing: 

Analyse: Zfln PQ de verlangde raaklyn, R en S de raakpunten 
daarop. Vereenigt men 
deze met M en N, dan ^^^^^^:=^===*^^ 

ztjn MR en NS beide 
loodrecht op PQ, dus 
MR II NS. Trekt men 
nu uit N een rechte 
II RS, die MR in T 
snydt, dan is 

LMTN = 
L M R S = 90^. 

Beschryft men dus 
om M met MT als 
straal een cirkel, dan is NT raakltjn aan dien cirkel. Bovendien is 

MT = MR — TR, 

maar' aangezien R T N S een rechthoek is, zoo is T R = N S, dus is 
MT het verschil der stralen van de gegeven cirkels. 

Uitvoering: Construeer het verschil der stralen van de gegeven 
cirkels. Beschrijf daarmede om M een hulpcirkel en construeer nu 
volgens W. 18 een raakltjn uit N aan dien hulpcirkel. Is T het 
raakpunt, dan trekke men M T en daarna N S 1 1 M T. Vereenigt men 
ten slotte de snjjpunten van M T en NS met de cirkels M en N, dan 
is deze vereenigingsltjn de gevraagde raakljjn. 

Opmerking: Door een dergelijke analyse voor een inwendige 
raakiyn te geven, vindt men gemakkelyk, dat daarby een hulpcirkel 
noodig is, die met de som der stralen van de beide gegeven cirkels 
om het punt M geconstrueerd wordt. Voor het overige bljjft de con- 
structie echter onveranderd. 

114. Met het vorige werkstuk is de reeks der belangrijkste con- 
structies in de planimetrie, welker kennis voor de oplossing van 
andere vraagstukken vereischt wordt, afgesloten. WJj voegen hieraan 
nog eenige andere werkstukken toe, om een paar methoden aan te 
wijzen, die bij het oplossen van constructies gevolgd kunnen worden. 

Allereerst noemen wfl dan de algebraïsche methode, dieb.v. in 
W. 28 gevolgd is. Immers de gedachtengang, welke aan die oplossing 
ten grondslag lag, is: Be gevraagde rechte A'B' (fig. 192) zal gecon- 
strueerd kunnen worden, zoodra de lengte van het stuk CB' bekend 
is, dat zij van AB afsnijdt. Kan men nu een vergelijking verkrijgen, 
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waaruit C B berekend kan worden, dan zal men met behulp van het 
construeeren van algebraïsche vormen het vraagstuk opgelost hebben. 
Vele andere vraagstukken zjjn voor een dergelijke behandeling geschikt. 
Wö geven hier nog eenige voorbeelden: 

Werkstuk 38. Een driehoek in twee gelijke deelen te verdeelen 
door een rechte^ die evenwijdig loopt met een willekeurig gegeven rechte. 

Analyse: ZjJ ABC de gege- 
ven driehoek, P Q de gegeven 
en XY de gevraagde rechte, 
zoodat 

AXYC=:i A ABC 

is. Stelt men nu C X = ;r, dan is 
de gevraagde rechte te constru- 
eeren, zoodra x bekend is. Sneden 
C A en C B of hare verlengden de 
rechte PQ in S en R, dan zfln 
C R en C S bekend. Wtj stellen deze door p en g voor. 
Nu is wegens de evenwvjdigheid van X Y en P Q 

a;:p=:C Y:g, 




Fig. 221. 



of 



XQ 



Maar volgens N® 196 is 

ACXY:AABC = CX.CY:CA.CB, 
dus volgens het onderstelde, als men bovendien CA = &, CB = a stelt, 



1:2: 



xq 
•.X — : a ö. 



Hieruit volgt 



2 05*5 



Uitvoering: Stelt men 



dan is 



= a & of 05* = 



ah'p 



Tq 






Q'>^=p:^. 



dus 2 is als vierde evenredige tot q,-enp volgens W. 24 te construeeren. 

z 

Dan is x^z=az, 

en dus is x de middelevenredige tusschen a en z, die wfl in W. 30 
leerden bepalen. 
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Werkstuk 34. In een gegeven vierkant een ander te beschrijven, 
welks oppervlak vijf achtste is van dat van het gegeven vierkant. 

Men zegt, dat een vierkant in een ander beschreven is, als de hoek- 
punten van het eerste liggen op de zQden van 
het tweede. ^'- 

Analyse : ZjJ A B C D het gegeven en P Q R S 
het gevraagde vierkant. Dan is 



want 



en 



APDQ^AAPS, 
PQ = PS, LAzz:LI) = 90°, 



LAPS=LPQD 
volgens N® 22. Dus is 




Fig. 222. 



en evenzoo is 



AP = DQ, 
AP = SB = CR. 



Het gevraagde vierkant is dus onmiddeliyk te construeeren, als A P 
bekend is. Stel nu A P =: x en zQ A B = a. Dan is 



en 



AS = AB — BS = a — x, 

A APSz=^ASXAP = |a;(a — x). 
Volgens de onderstelling is nu 

vierkant P Q R S = f vierkant A B C D, 

vierkant ABCD — 4aAPS = |- vierkant A B C D, 

a* — 2z(a — X) = f a*, 

X* — ax4-T^a* = 0, 



of 

dus 

waaruit volgt 



Eenige andere voorbeelden van een algebraïsche analyse ontleenen 
v^t) aan het geval, dat gevraagd wordt een gegeven rechte in twee 
deelen te verdeelen, die aan een meer ingewikkelde voorwaarde voldoen 
moeten. 

L u 
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Fig. 228. 



WerkBtnk 85. JEen gegeven rechte A B zoodanig in twee deelen te 
verdeelen, dat de rechthoek^ op die deelen geconstrueerd, gelijk is aan 
een gegeven vierkant. 

Analyse : Zjj a de lengte van de gegeven 
rechte en b de ztJde van het gegeven vier- 
kant. Noemt men x en ^ de beide stukken, 
die gevraagd worden, dan bestaan de ver- 
gelijkingen 

x-{-y = a en xy = b^j 
of 

x:b = b:y, 

b moet dus de middelevenredige tusschen de gevraagde stukken zQn. 

Volgens N<* 212 verkrijgt men dus de volgende 

Uitvoering: Beschrijf op a als middellijn een cirkel. Construeer 
in een willekeurig punt van de rechte a een loodiyn daarop en neem 
op deze loodlfln een stuk, dat gelflk is aan b. Trek door het eindpunt 
een rechte evenwijdig aan a, die den cirkel in P en Q snydt. Als dan 
P R _L a is, zullen A R en B R de gezochte stukken z^jn. 

Men zegt, dat een rechte in de uiterste en middelste 
reden verdeeld is, als zfl de som is van twee stukken, zoodanig, 
dat het grootste stuk middelevenredig is tusschen het kleinste en de 
geheele l^jn. 

Werkstuk 36. Een gegeven rechte in de uiterste en middelste 
reden te verdeelen. 

Analyse : ZtJ A B = a de gegeven rechte en x het grootste stuk, 

dan is het kleinste stuk a — os en dus 
y^^^^ ""X verkrijgt men 

/ \ {a — x):x=ix: a, 



.--'• 



x^-h ax — a* = O, 



^^K 



Fig. 224 



Wtj beschouwen alleen den positieven 
wortel. 

Uitvoering: Deel AB middendoor 
en trek in A een Ifln, loodrecht op A B. 
Neem hierop een stuk A D =: |^ a en trek B D, dan is 
BD* = AB*-f-AD2 = a»-f-(^a)*. 

Als nu ED = AD is, dan zal BE het grootste stuk zfln van de 
rechte AB, in de uiterste en middelste reden verdeeld. 
Ten slotte neme men dus nog B C = B E. 
De gevonden uitkomst, die ook aldus geschreven kan worden 

ir=:^a(v5— 1), 
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is belangrijk. Het kleinste stuk van de Ujn a, in de uiterste en mid- 
delste reden verdeeld, heeft de waarde 

115. In de meeste gevallen kan een werkstuk zoowel met een meetkun- 
dige, als met een algebraïsche analyse worden opgelost en gewoonl^k 
verdient dan de meetkundige oplossing wegens hare eenvoudigheid de 
voorkeur. Ziehier een voorbeeld. 

Werkstuk 37. In een gegeven driehoek een vierkant te beschrijven, 
zoodat twee hoekpunten van het vierkant op één zijde van den driehoek 
liggen, terwijl op elk der andere zijden één hoekpunt van het vierkant 
gelegen is. 

Meetkundige analyse: Z\] ABC de 
gegeven driehoek en DEFG het gevraagde 
vierkant. Trekt men nu A E en uit een 
willekeurig punt E' daarvan rechten 1 1 D E 
en E F, die AC en AB in D' en F' snyden, 
dan zal de rechte D' G', evenwijdig aan 
E F getrokken, een vierkant D'E'F'G' 
doen ontstaan. Want volgens de constructie 
ztjn alle hoeken van vierhoek D'E'F'G' 
geltjk aan die van D E F G, dus recht, en 
bovendien is 

D' E' ; D E = A E' : A E = E' F' : E F'. 

Maar daar D E = E F, is dus ook D' E' = E' F. 

Uitvoering : Laat uit een willekeurig punt D' van A C een loodiyn 
op A C neer, die A C in G' sntjdt. Maak G' F' = D' G' en voltooi nu 
het vierkant D' G' F' E'. Dan zal A E' de ztjde B C in het gezochte 
punt E sneden. 

AlgebraÏBOlie analyse : Het vierkant 
D E F G is onmiddeliyk te* teekenen, als 
de ztjde D G bekend is. Want trekt men 
C H _L ^ B» <iiö D E in I snijdt, dan is 
DIHG een rechthoek, dus IH = DG. 
Is D G bekend, dan kan men deze lengte 
dus op H C van H uit, afzetten en door 
het eindpunt een rechte ||AB trekken. 

St^lnu DG=x en zfl CH = *. Daar 
de driehoeken CDE en CAB gelijk- 
vormig zjjn, zoo zullen gelQkstandige hoogtel^nen dier driehoeken 
evenredig z^n met gel^kstandige zijden volgens § 86. Derhalve 
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CI:CH = DE:AB, 

(h—'X):h = x:c, 

als A B = c gesteld wordt. Hieruit volgt 

ch 
x= -.. 



Dus is X vierde evenredige tot c-^-h, c en h. 
116. Onder de methoden, die ter oplossing bQ een meetkundige 
analyse gevolgd kunnen worden, is de methode der meetkundige 
plaatsen van veel belang. 

Deze methode wordt toegepast, als de constructie van een punt ver- 
langd wordt, dat aan bepaalde voorwaarden voldoen moet, waardoor 
het mogelQk is, bekende meetkundige plaatsen aan te geven, waarop 
dat punt gelegen z^n moet. Zy is b.v. reeds toegepast, toen wy een 
cirkel wilden construeeren, die door de hoekpunten van een driehoek 
gaat, of die de drie zijden van een driehoek raakt. 
WtJ geven daarom hiervan nog slechts één voorbeeld. 
Werkstuk 88. Een punt te construeeren^ van waaruit twee ge- 
geven rechten AB en CD onder gegeven hoeken a en ^ gezien worden, 
Hierby verstaat men onder den hoek, waaronder men van uit het 

j. punt P de rechte A B ziet, 

LAPB. 

Analyse: Als P het ge- 
vi-aagde punt is, zoodat 

L APB = a 
en L O P D = /?, 

dan moet P volgens N® 207 
liggen op een cirkelboog, die 
door A en B gaat, zoodanig 
dat het segment APB den 
gegeven hoek « bevat en 
evenzoo moet P liggen op 
een cirkelboog, die door C en 
D gaat, zoodanig dat het 

ff bevat. 

31 op A B een cirkelsegment, dat 




Pig- 227. 



segment C P D 
Uitvoering : 



den gegeven hoek 
Beschrtjf volgens W. 
L « bevat en op C D een segment, dat L ff bevat. Een snijpunt der 
bogen van die segmenten voldoet dan aan de vraag. 

Opmerking: Er zullen twee punten gevonden kunnen worden, öf 
één punt öf geen enkel punt. 

Een tweede belangrflke methode btJ de meetkundige analyse is die 
met behulp van gelijkvormige figuren. 
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Wordt de samenstelling van een figuur, b. v. van een driehoek, ver- 
eischt, die aan bepaalde gegevens voldoet, dan is het somtijds mogelijk 
een driehoek te construeeren, die met den gevraagden gelflkvormig 
zal zyn en dus nog slechts in een bepaalde verhouding vergroot of 
verkleind moet worden, om het vraagstuk opgelost te hebben. Wy 
kiezen het volgende voorbeeld: 

Werkstuk 39. Een drieJioek te construeeren, als gegeven zijn de 
tophoekj de verhouding der opstaande zijden en de hoogtelijn, uit den 
top neergelaten. 

Analyse: Zy ABC de gevraagde driehoek, waarin BD loodrecht 
op A C getrokken is, zoodat gegeven zyn 
L ABC, BD en bovendien, dat A B : B C=p : q 
is, als p en g gegeven rechten voorstellen. 

Trekt men nu E F uit een willekeurig punt 
van AB||AC, dan is volgens N® 137 



BE:BA = BF:BC, 



of 




BE:BF=:BA:BC=i):g, 

zoodat ook B E en B F zich als p en g ver- 
houden. 

Neemt men dus op het eene been van den gegeven hoek ABC een 
willekeurig stuk B E en construeert nu een rechte a; uit de evenredigheid 

p :qz=B'E:a;, 

dan zal ^=:BF zijn en door dit stuk op BC uit te zetten, kan men 
dus A BEF verkrijgen, die gelijkvormig is met A ABC. Dan heeft 
echter ABEF niet de gegeven hoogtelijn. Trekt men daarom 
BGJ_EF en neemt op deze loodlijn een stuk BD=r de gegeven 
hoogtelijn, dan zal een rechte, door D 1 1 E F getrokken, den gevraagden 
driehoek ABC afsnijden. 



Vraagstukken. 

445. Construeer de rechten x, die bepaald worden door de volgende 
vergelijkingen 

j abc j a^bc 

^ -T'"" -~dT' 

waarin a, b, c, d, e gegeven rechten voorstellen. 

446. Construeer met behulp van een middelevenredige 

a K 3, a r/ |. 
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447. Construeer met behulp van het in § 111 behandelde 

448. Construeer de vormen, die door de volgende formules voor- 
gesteld worden 

ic = K (a* + 5 c), ic ^ K (a ö -4- c d). 

449. Welke meetkundige beteekenis kan men aan het vorige vraag- 
stuk toekennen? 

450. Twee punten A en B zgn gegeven en een punt M op de rechte 
AB, dat het midden is van het stuk dier rechte, begrensd door twee 
punten C en D, die harmonisch tot A en B liggen. Men vraagt de 
punten C en D te construeeren door gebruik te maken van vraagstuk 399. 

451. Twee rechten te construeeren, welker som gel^k is aan een 
gegeven rechte en welker product geltjk is aan dat van twee andere 
gegeven rechten. 

452. Twee rechten te construeeren, welker verschil geiyk is aan 
een gegeven rechte en wier product gelijk is aan dat van twee andere 
gegeven rechten. 

453. Construeer de vormen 



a;zz:j/(4a*— 3 6c), x=i:K^3a* — ^Y x = l^(a* 



n 



als a, &, c, d gegeven rechten zijn. 

454. Op een gegeven rechte P Q een punt X te construeeren, zoo- 
danig, dat de rechten, die dit punt met twee gegeven punten A en 
B verbinden, een hoek vormen, die gelijk is aan een gegeven hoek. 

455. Door een gegeven punt binnen of buiten een gegeven cirkel 
een rechte te trekken, die door een gegeven koorde middendoor gedeeld 
wordt. 

456. Van een driehoek ztjn gegeven de basis, de tophoek en de 
hoogte. Men vraagt de constructie. 

457. Van een driehoek zfln gegeven de basis, de tophoek en de 
zwaartelijn, naar de basis getrokken. Gevraagd de constructie. 

458. Een driehoek te construeeren, waarvan de basis en de tophoek 
gegeven zfln en wiens oppervlak geiyk is aan dat van een gegeven 
driehoek. 

459. In twee gegeven cirkels een snijlijn te trekken, waarvan de 
beide cirkels koorden van gegeven lengte afsnijden. 

460. Van een rechthoekigen driehoek zijn gegeven de straal van 
den ingeschreven cirkel en de hoogteltjn op de hypothenusa. Men 
vraagt de constructie. 

461. Door een gegeven punt buiten een gegeven cirkel een rechte 
te trekken, zoodat de verhouding der stukken van deze snijlijn gelijk 
is aan die van twee gegeven rechten. 
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462. Een cirkel te beschrijven, die door twee gegeven punten gaat, 
terwfll de raakiyn, uit een derde gegeven punt daaraan getrokken, een 
gegeven lengte heeft. 

463. Q^egeven een cirkel O en twee punten Gt en H, die met O op 
één rechte liggen. Q^evraagd een tweeden cirkel te construeeren zoo- 
danig, dat de punten G- en ïï de beide geltJkvormigheidspunten dier 
cirkels zfln. 

464. Een cirkel te construeeren, die door twee gegeven punten gaat 
en een gegeven rechte raakt. 

465. Een cirkel te construeeren, die door één gegeven punt gaat en 
twee gegeven rechten raakt. 

466. Een cirkel te Construeeren, die twee gegeven rechten en een 
gegeven cirkel raakt. 

467. Beschrijf een vierkant, dat geltjk is aan de som van een ge- 
geven vierkant en een gegeven rechthoek. 

468. Beschrijf een vierkant, dat geljjk is aan de som van een ge- 
geven rechthoek en een gegeven driehoek. 

469. Een driehoek door een rechte, uit een der hoekpunten getrok- 
ken, in de uiterste en middelste reden te verdeelen. 

470. Een driehoek door een rechte uit een gegeven punt, op een 
der ztjden gelegen, in de uiterste en middelste reden te verdeelen. 

471. Een driehoek door een rechte, evenwijdig aan een der zijden, 
in de uiterste en middelste reden te verdeelen. 

472. Een vierhoek in twee gelflke deelen te verdeelen door een 
rechte, evenwijdig loopende met een der diagonalen. 

473. Een gegeven rechte te verdeelen in twee deelen, zoodat het 
vierkant, op het grootste stuk geconstrueerd, gelijk is aan de som van 
het vierkant op het kleinste stuk en den rechthoek, op de beide deelen 
geconstrueerd. 

474. Van twee harmonische puntenparen is een der punten gegeven, 
benevens de twee middens van de stukken, door elk paar toegevoegde 
punten begrensd. Construeer de overige punten. 

475. Gregeven een cirkel O en twee punten A en B. Gevraagd een 
cirkel X te construeeren, die door B gaat, zoodat A een der gelijkvor- 
migheidspunten van de cirkels O en X is. 

476. Gregeven een cirkel O, een punt A en een rechte p. Gevraagd 
een tweeden cirkel X te construeeren, die p aanraakt, zoodat A een 
gelijkvormigheidspunt der twee cirkels O en X is. 

477. Een gelijkzijdigen driehoek te construeeren, die hetzelfde opper- 
vlak heeft als een gegeven driehoek. 

478. In een gegeven driehoek een rechthoek te construeeren, waar- 
van het oppervlak geiyk is aan het derde deel van dat van den 
driehoek. 
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479. Een driehoek te construeeren, als zt)n hoogtelQnen gegeven zQn. 

480. Een driehoek door rechten, loodrecht op een der zijden staande, 
in drie gelijke deelen te verdeelen. 

481. BewtJs, dat, als een rechte in de uiterste en middelste reden 
verdeeld is, het kleinste stuk gel\jk is aan het grootste deel van het 
in de uiterste en middelste reden verdeelde grootste stuk. 

482. Bewijs meetkundig uit fig. 224, dat B E het grootste stuk is 
van de in de uiterste en middelste reden verdeelde rechte AB. 
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HOOFDSTUK XXV. 



MACHTLIJN VAN TWEE CIRKELS. TOEPASSINaEN. POOLLIJN 
VAN EEN PUNT TEN OPZICHTE VAN EEN CIRKEL. 



117. Eigenschap 222. De meetkundige plaats der punten^ waarvoor 
het verschil van de vierkanten der afstanden tot twee gegeven punten 
A en B dezelfde waarde heeft, is een rechte, die loodrecht staat op A B. 

Afleiding : Zy P een punt, zoodanig ge- 
legen, dat P B^ — PA* gelflk is aan een 
gegeven grootheid a*. Trekt men nu P Q J_ 
AB, dan is 

PB2 = PQ2-|-QBS 

PA2 = PQ2+QA*, 

dus door aftrekking 

a* = QB* — QA*, 
of 

a2 = (QB + QA) (QB — QA) = ABX(QB — QA). 

Het verschil van Q B en Q A kan op eenvoudige wyze geconstrueerd 
worden. Want, is M het midden van AB, dan is 

Q B = M B 4-- M Q, 

QA=:MA — MQ, 
dus door aftrekking 

QB — QA = 2MQ, 
en ten slotte is 




a*z=2ABXMQ ofMQ: 



2AB 



Is nu P' een ander punt, ook zoodanig gelegen, dat 
FB* — FA2 = aS 
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en Q' het voetpunt der loodlflii, uit P' op AB neergelaten, dan vindt 
men op volkomen dezelfde w^jze 



MQ' = 



derhalve 



2AB 
M Q' = M Q, 



of Q' valt met Q samen. Alle punten P, die de eigenschap bezitten, 
dat PB* — P A* = a* is, liggen dus in de loodlfln in het punt Q op 
AB opgericht. Hierbfl is Q zoodanig gelegen, dat 



^ 2AB 

118. Eisenschap 223. De meetkundige plaats der punten, die ge- 
lijke machten hebben ten opzichte van twee cirkels, is een rechte, die 
loodrecht staat op de lijn^ die de middelpunten verbindt. 

Afleiding : Zijn A en B de middelpunten dier cirkels, R en r hunne 

stralen en P een punt, 
T dat gelijke machten ten 

opzichte van deze heeft: 
volgens § 107 is dan 

PA* — R2 = PB* — r*, 

dus 

PA* — PB* = R*— r*. 

Volgens N° 222 zal dus 
de meetkundige plaats van 
het punt P zfln een rechte, 

loodrecht op AB staande. Noemt men M het midden van AB en Q 

het voetpunt dier loodljjn, dan is volgens N^ 222 




Fig. 230. 



MQ = 



R* — r* 
2AB 



De meetkundige plaats der punten, die gelijke machten hebben ten 
opzichte van twee cirkels wordt de machtlijn der cirkels ge- 
noemd. 

Voor elk punt van de machtlfln, dat buiten de beide cirkels gelegen 
is, zijn de raaklijnen, aan de twee cirkels getrokken, gelijk. Want voor 
zulk een punt is de macht ten opzichte van elk der cirkels gelijk aan 
het vierkant van de raaklfln. 
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Eigenschap 224. De machtlijn van twee snijdende cirkels is dege- 
meenscJiappelijke snijlijn, 

Bewjjs: Neemt men namelijk een 
willekeurig punt P op die snyitjn aan, 
dan is P A < P B volgens de bepaling 
van de macht van een punt ten 
opzichte van een cirkel zoowel de 
macht van P ten opzichte van den 
eenen als ten opzichte van den ande- 
ren cirkel. 

Evenzoo besluit men: 




Fig. 231. 



Eigenschap 225. De machtlijn van twee rakende cirkels is de 
gemeenschappelijke raaklijn in het raakpunt der cirkels, 
Wy gaan nu over tot 

Eigenschap 226. De drie machtUjnen van drie cirkels, twee aan 
twee genomen, gaan door één punt. 

Gegeven: UV is de machtlijn van de cirkels M en M'; U' V' is 
die van M' en M", ü" V" die van M en M". 

Te bewijzen : U V, U' V', ü" V" gaan door één punt. 

Bewijs: Elk punt van UV heeft gelflke machten ten opzichte van 

xr" 




Fig. 232. 
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Fig. 238. 
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de cirkels M en M' en elk punt van U" V" heeft gelijke machten ten 
opzichte van de cirkels M en M". Het sntjpunt S van U V en U" V" 
heeft dus geltJke machten zoowel ten opzichte van de cirkels M en 
M', als ten opzichte van M en M"; dat punt zal derhalve ook gelijke 
machten hebben ten opzichte van de cirkels M' en M". Dus moet dat 
snflpunt ook op de machten ü' V' van M' en M" liggen. 
Deze eigenschap kan gebruikt worden om op eenvoudige w^jze de 

machtHjn van twee cirkels 
te construeeren, die geen 
enkel punt gemeen heb- 
ben. ZiJn nameltJk C en 
C' de twee cirkels, dan 
kan men steeds met wil- 
lekeurigen straal en om 
een willekeurig punt als 
middelpunt een hulpcirkel 
H beschrijven, die beide 
snijdt, zoodat de macht- 
lijn AB van de cirkels 
C en H en de machtiyn 
A'B' van de cirkels C' en H onmiddellijk geteekend kunnen worden. 
Dan moet volgens N® 226 de machtltjn van de cirkels C en C' door 
het snjjpunt P van A B en A' B' gaan en daar zö bovendien loodrecht 
op CC' staan moet, is die machtlfln dus volgens W. 16 te con- 
strueeren. 

119. Wtl hebben reeds in de werkstukken 14 en 21 gezien, hoe 
een cirkel geconstrueerd kan worden, die door drie gegeven punten 
gaat, en een cirkel, die drie gegeven rechten raakt. 
Men besluit hieruit, dat een cirkel door drie gegevens bepaald is. 
Voor deze gegevens kan men o. a. kiezen : 
1° het gaan door één of meer punten, 
2^ het raken van één of meer rechten of cirkels. 
Door deze voorwaarden op alle mogelijke wflzen te combineeren, 
geraakt men tot tien verschillende constructies, welker behandeling te 
'veel ruimte vorderen zou, terwfll bovendien ook vele daarvan op een- 
voudige wijze opgelost kunnen worden. 

Als merkwaardige toepassingen van de theorie der machtlijnen en 
van de geltjkvormigheidspunten behandelen wfl hier evenwel de na- 
volgende : 

Werkstuk 40. Een cirkel te beschrijven, die door twee gegeven 
punten A en B gaat en een gegeven cirkel C raakt. 

Analyse: Zy M de gevraagde cirkel en H een willekeurige hulp- 
cirkel (in de figuur gestippeld), die door A en B gaat en den cirkel 
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C in A' en B' snydt. Volgens N® 226 zullen dan de drie machtlynen 
van de cirkels M, H en C, 

twee aan twee genomen, ^.'" — -^^^ 

door één punt gaan. Die 
machtltjnen zyn A B, A' B' 
en de gemeenschappelijke 
raaklfln van de cirkels C 
en M. 

Construeert men dus 
het snypunt P van AB 
en A' B', dan zal die raak- 
lyn door P moeten gaan. 
Men vindt dus het raak- 
punt R der cirkels M en 
C door uit P een raaklyn 
aan den cirkel C te trek- 
ken. Is R bekend, dan 
heeft men ten slotte nog 
slechts CR te trekken 
en AB loodrecht middendoor 
vinden. 




te deelen, om het middelpunt M te 



Opmerking : Daar uit P hoogstens twee raakiynen aan den cirkel C 
mogelyk zyn, kan men dus ook hoogstens twee cirkels construeeren, 
die aan de vraag voldoen. 

Werkstuk 41. Een cirkel te construeererij die door een gegeven 
punt P gaat en twee gegeven cirkels N en N' raakt. 

Analyse : 

Zfl M de ge- 
vraagde cirkel, 
die de cirkels 
N en N' in R 
en R' aanraakt. 
De punten R 
en R' ztJn dan 
de inwendige 

gelflkvormig- 

heidspunten 
van den cirkel 
M met N en 
met N'. Con- Pig, 235. 

strueert men 
nu het uitwendig gelflkvormigheidspunt S van N en N', dan moeten 
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volgens N° 220 de drie punten K, R' en S in een rechte lyn liggen. 
Maar volgens N*^ 221 is dan 

S R X S R' = S A X S A', 

en als verder de rechte SP den cirkel M nog bovendien in P' snfldt, 
is volgens N** 210 ook 

S R X S R' = S P X S P', 

derhalve S A X S A' = SPX SP'. 

Construeert men nu een cirkel, die door de punten A, A' en P 
gaat, dan moet deze door de rechte SP in het punt P' gesneden 
worden. Is P' bepaald, dan heeft men nog slechts een cirkel te con- 
strueeren, die door P en P' gaat en één der gegeven cirkels aanraakt. 
Opmerking: Men ziet gemakkelijk in, dat er vier cirkels gecon- 
strueerd kunnen worden, die aan de vraag voldoen. Een daarvan raakt 
N en N' beide uitwendig, een tweede raakt beide cirkels inwendig; 
de beide andere raken elk één der cirkels N en N' uitwendig en 
den anderen inwendig. 
Een bijzonder geval van deze constructie is 

Werkstuk 42. Een cirkel te beschrijven^ die door een gegeven punt 
P gaatj en een gegeven rechte CD en een gegeven cirkel N' raakt. 

Laat men namelijk in fig. 235 den cirkel N steeds grooter worden, 
zoodat deze hoe langer hoe meer tot een rechte nadert, dan bl\jft de 
constructie voortdurend geldig. Daarbfl moet de rechte NN' voort- 
durend loodrecht op de gegeven rechte C D gedacht worden ; het punt 
S zal steeds meer tot den cirkel N' naderen en eindeiyk in het snijpunt B' 
van die loodltjn op CD met den cirkel N' komen. De constructie luidt dus : 
Laat uit N' een loodiyn op C D neer, die CD in A en den cirkel N' 

in de punten A' en B' snfldt. 
Construeer een cirkel, die door 
A, A' en P gaat en die door 
B' P in een punt P' gesneden 

N^—A\ 1 • — : :^B' wordt. Een cirkel, die daarna 

door de punten P en P' rakende 
aan C D gebracht wordt, is dan 
de gevraagde cirkel. 

Het vraagstuk is dienten- 
gevolge teruggebracht tot het 
veel eenvoudigere: Een cirkel 
te beschrijven, die door twee 
gegeven punten gaat en een 
gegeven rechte raakt. 

De oplossing hiervan laten 
wy aan den lezer over. 
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Fig. 237. 



120. Zö in fig. 237 P een wille- 
keurig gegeven punt en M een ge- 
geven cirkel. Men kan nu op een door 
P gaande rechte, die den cirkel in 
A en B snijdt, een punt Q bepalen, 
zoodanig dat het puntenpaar P, Q har- 
monisch ligt tot het paar A, B. Het- 
zelfde kan men uitvoeren b^J elke 
door P getrokken snültjn. 

Wy zullen nu bewezen: 

Eigenschap 227. Bepaalt men op elke door een vast punt P ge- 
trokken snijlijn van een cirkel een punt Q, dat harmonisch toege- 
voegd is tot P met betrekking tot de twee snijpunten van die snijlijn 
met den cirkel^ dan ia de meetkundige plaats van Q een rechte, die 
loodrecht staat op de lijn, die P met het middelpunt van den cirkel 
vereenigt. 

Bew\js: ZyPA B een 
willekeurige snfllfln. Het 
vierde harmonische punt 
Q construeeren w^J dan als 
volgt: Trek de middelen 
PM, die den cirkel in 
C en D snydt, dan zullen 
de rechten PAB, PCD 
met A C en B D na ver- 
lenging een voUedigen 
vierhoek vormen, waar- 
van E een hoekpunt is. 
Trekt men nu de diago- 
nalen AD en BC, die 
elkander in S sn\)den, dan 
zal ES volgens N<» 157 

de rechten PAB en P C D in de punten Q en K sntJden, zoodanig, 
dat P, Q en A, B benevens P, R en C, D harmonische puntenparen 
vormen. 

Hierby is allereerst op te merken, dat, hoe de sniJltJn PAB ook 
getrokken worde, op deze w^ze steeds hetzelfde punt R op CD be- 
paald wordt, omdat tot de drie punten C, D en P slechts één vierde 
harmonisch punt te vinden is. 

Nu is volgens N° 202 L C B D = 90° en L D A C = 90^ dus C B 
en DA z^Jn twee hoogteltJnen van A CDE. Volgens N®^ 164 zal dan 
ES de derde hoogteltjn ztjn, d. i. ER_lCD. Het punt Q ligt dus, hoe 
de sntJiyn PAB ook getrokken worde, op de loodlijn in het vaste 




Fig. 288. 
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punt E op de middellün PM opgericht, m. a. w. de meetkundige 
plaats van het punt Q is die loodltJn. 

De meetkundige plaats van het punt Q wordt depoolliJn van 
het punt P ten opzichte van den cirkel genoemd. Tegeiyker- 
ttJd noemt men het punt P de pool van de rechte QR ten op- 
zichte van den cirkel. 

Ligt het punt P buiten den cirkel, dan snijdt zyn pooUtjn den cirkel ; 
ligt P binnen den v cirkel, dan heeft de poollfln geen enkel punt met 
den cirkel gemeen. 

Eigenschap 228. De poollijn van éénpunt P, buiten den cirkel gelegen, 
gaat door de raakpunten der raaklijnen, uit P aan den cirkel getrokken. 

Bew^s : Laat men namelijk de sn\jlün 
PAB om P draaien, zoodat de punten A 
en B tot elkander naderen, dan moet toch 
het vierde harmonische punt Q steeds 
tusschen A en B gelegen zfln. Als dus 
eindelijk A en B samenvallen in T zal 
Q ook in T komen, zoodat T éénpunt 
van de poolltjn ziJn zal. 

Uit deze eigenschap volgt verder, 
dat de poollyn van een punt, op 
den cirkel gelegen, de raaklijn in dat 
punt aan den cirkel getrokken zijn 
moet. 
Eigensohap 229. Als een punt P op een rechte lijn l ligt, dan zal 
de poollijn van P door de pool van de rechte l moeten gaan. 

Gegeven: Het punt L is de 
pool van de rechte l, p is de 
poollijn van het punt P, op l 
gelegen. 




Fig. 239. 




Te bewezen : p gaat door L. 

Bewijs : Trekt men de rechte 
P L, die den cirkel in A en B 
snijdt, dan is, omdat l de Pool- 
se- 240. lyn van het punt L is, het pun- 
tenpaar P, L harmonisch tot 
A, B. Maar dan zal L dus ook op de poollijn van P moeten liggen. 
Uit de vorige eigenschap volgt nog: 

Als eenige punten op een rechte liggen, dan gaan hare pooUijnen 
door één punt. 
Eindelijk kan men uit N^ 229 nog besluiten: 
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Eigensohap 230. Het snijpunt der poollijnen van twee punten ie 
de pool van de rechte, die deze punten verbindt. 



Gegeven : 

van P en Q. 



p, q ztjn poolltjnen 



Te bewijzen : 

van PQ. 



S is de pool 



Bewijs : Omdat het punt P op 
PQ ligt, moet de poolltjn van P 
-door de pool van PQ gaan vol- 
gens N® 229, d. i. de pool van 
P Q moet op de rechte p liggen. 
Maar op dezelfde wtjze beredeneert 
men, dat de pool van P Q op de 
rechte q gelegen ztjn moet. Dus is het snypunt van p en g de pool 
van PQ. 




Fig. 241. 



Vraagstukken. 

483. Van twee cirkels zfin de stralen 15 en 8 cM., terwyl de afstand 
bunner middelpunten 4 dM. bedraagt. Bereken den afstand van de 
machtltjn tot het middelpunt van den eersten cirkel. 

484. Gregeven twee punten A en B en een vierkant. Gevraagd de 
meetkundige plaats te construeeren van de punten, waarvoor het ver- 
schil van de vierkanten der afstanden tot A en B gel\jk is aan dat 
vierkant. 

485. De afstand der machten van twee cirkels tot het midden der 
verbindingsmn hunner middelpunten uit te drukken in de stralen R 
•en r der cirkels en den afstand a hunner middelpunten. Construeer de 
machtltjn met behulp van den verkregen algebraïschen vorm. 

486. Een driehoek te beschreven, als de basis en de tophoek ge- 
geven zijn, terwtjl het verschil der quadraten, op de beide opstaande 
2Uden beschreven, gel\jk is aan een gegeven rechthoek. 

487. Bepaal de meetkundige plaats der punten, die geltjke macht 
hebben ten opzichte van één cirkel. 

488. Bewfls, dat het middelpunt van een cirkel, die twee gegeven 
cirkels rechthoekig sn^dt, ligt op de machtiyn dezer laatste cirkels. 

(Men zegt, dat twee krommen elkander rechthoekig snjjden, als de 
raakiynen aan de twee krommen in het snijpunt getrokken, loodrecht 
op elkander staan). 

489. Een cirkel te construeeren, die drie gegeven cirkels raakt. 
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490. Bepaal de meetkundige plaats der punten, waarvoor de machten 
ten opzichte van twee gegeven cirkels een gegeven verhouding hebben. 

491. Als twee cirkels M en N gegeven ztJn en men construeert twee 
cirkels O en P, die ieder de beide cirkels M en N raken, dan zal de 
machtltJn van de cirkels M en N door een geltJkvormigheidspunt van 
O en P gaan en omgekeerd de machtlön van O en P door een gelyk- 
vormigheidspunt van M en N. * 

492. Het verschil der machten van een willekeurig punt ten opzichte 
van twee cirkels is gelijk aan het product van den afstand van dat 
punt tot de machtlQn der cirkels en den afstand der middelpunten. 

493. Bewijs, dat de pooUtJn van een punt, op oneindigen afstand 
gelegen, ten opzichte van een cirkel door het middelpunt van den 
cirkel gaat en omgekeerd, dat de pool van een middellijn op onein- 
digen afstand ligt. 

494. G-egeven een cirkel, met een straal van 10 cM. beschreven, en 
een punt, dat op een afstand van 25 cM. van het middelpunt ligt. 
Bereken den afstand van het middelpunt tot de pooUQn van dat punt. 

495. Een der hoeken tusschen de poollijnen van een punt ten opzichte 
van twee cirkels is gelijk aan dien tusschen de rechten, die dat punt 
met de beide middelpunten verbinden. 

496. Druk den afstand van de poollijn van een punt, dat binnen 
een cirkel ligt, ten opzichte van dien cirkel uit in den straal r en in 
den afstand a van dat punt tot het middelpunt. Construeer de poolltjn 
van dat punt met behulp van den verkregen algebralschen vorm. 

497. Gegeven een punt P buiten een cirkel M. Op de pooUiJn van 
dit punt, die den cirkel in A en B sn^dt, neemt men een punt C aan 
en construeert het vierde harmonische punt D tot A, B en C. Bewijs, 
dat D P JL C M is en dat de straal van den cirkel middelevenredig is 
tusschen M C en den afstand van M tot D P. 

498. Uit P trekt men twee rechten, die een cirkel in A en B raken ; 
evenzoo uit Q twee raaklflnen aan dien cirkel, waarvan C en D de 
raakpunten ztjn. Bewtjs, dat PQ de pooUtJn is van het snijpunt van 
AB en CD. 

499. Wat kan men in het vorige vraagstuk omtrent AB en CD 
besluiten, indien de rechte PQ door het middelpunt gaat? 
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CIRKELS, OM EN IN DRIEHOEKEN EN VEELHOEKEN 
BESCHREVEN. 

121. In §§ 52 en 54 is bewezen, dat om en in eiken driehoek een 
cirkel beschreven kan worden. 

Wfl zullen nu uitdrukkingen voor de stralen dezer cirkels afleiden, 
voor het geval, dat de drie zQden van den driehoek gegeven zijn. 
Hierbfl zullen wö den straal van den omgeschreven cirkel door R, 
dien van den ingeschreven cirkel door r, aanduiden. 

Bigensohap 281. Dé straal van den omgeschreven cirkel van een 
driehoek is gelijk aan het halve product van twee zijden^ gedeeld door 
de hoogtelijn op de derde zijde. 

Gegeven: MA = MB = MC, BD_LAC. 

^ « T. ABXBC 

Te bewtisen : R = — — — — — 
2 B ï) 

Bewtjs: De stelling kan ook in dezen vorm 
geschreven worden 

BD:BCz=AB:2R. 

Om haar te bewüzen moeten wg dus slechts 
aantoonen, dat A A B D gelijkvormig is met een ^ifif- 242. 

driehoek, gevormd uit BC en 2 R. Trekken wg 
dus eerst de middeimn van den cirkel uit B, dan is nog aan te toonen, 
dat 

A ABDcoBCE 

is. Dit volgt onmiddellQk uit de beide betrekkingen 

LBAD = |6^.B0=LBEC en L ADB = 90ö= L BCE. 

De evenredigheid der gelj|jkstandige zijden voert dan tot de eigenschap. 
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Eigensohap 382. De straal van den aangeschreven cirkel van een 
driehoek is gelijk aan het product der drie zijden, gedeeld door vier- 
maal het oppervlak. 

Bewtis: Uit 

A B < B C 



R = - 



volgt 



Maar 



R = 



2BD 

ABXBC XCA 
2CA ^BD 



^ C A X B D == O, 
derhalve, tevens voor de z^den de letters a, 5, c invoerende, 

_ abc 

Eigensohap 233. Duidt men de zijden van een driehoek met a, 
6, c aan en de loodlijneuj uit een willekeurig punt P hierop neergelaten, 
met X, y, z, dan is 

^(ax + by -{-cz)-=. Oppervlak A. 

Hierbij verdient echter opmerking, dat elk der drie loodlQnen in 

deze vergelijking als positief be 
schouwd moet worden, zoodra z\j 
dezelfde richting heeft als de lood- 
lyn, uit een punt binnen den ge- 
geven driehoek op dezelfde zQde 
neergelaten. Voor elk punt, binnen 
den driehoek gelegen, zvjn dus de 
drie loodiynen positief, voor het 
punt P in fig. 243 echter zyn de 
loodiynen x qh z positief, daaren- 
Fig. 243. tegen y negatief, zooals men ge- 

makkelijk inziet door vergelijking 
met de loodlflnen, uit P' op de zijden neergelaten. Voor het punt P 

is dus 



^(aic — 6y-4-cg) = Opp. A A B C. 

Wij bewijzen de stelling voor twee 
standen van het punt P. (fig. 244 en 245). 

Bewijs: In de eerste dezer figuren is, 
nadat men P met de hoekpunten van den 
driehoek verbonden heeft, 
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O.ABPC=:|aa;, 
0.ACPA = |ö2/, 
O. A APB=:-^C2; 
dus door optelling 
O. A ABC = |(aa; + &2/-f-cs). 
In de tweede figuur is evenzoo 
O. A APB= ics, 
O. A CAA = ^by; 
dus door optelling 
O . vierhoek ABFC = ^by-{-^c3. 
Verder is 

O. A BPC = |aa;, 
en, deze vergelijking van de vorige aftrekkende, 

O.AABC=:^(Ö2/4-cs — aa;). 

Eigenschap 234. De straal van den ingeschreven cirkel van een 
driehoek is gelijk aan het oppervlak, gedeeld door den halven omtrek 
van den driehoek. 

Gegeven: I is het middelpunt van 
den ingeschreven cirkel van A A B C. 

Te bewijzen: 

_0 
s' 

Bewijs: Laat men nl. uit I loodüönen 
op de ztJden van A A B C neer, dan 
zijn deze drie loodlijnen gelijk aan den 
straal van den ingeschreven cirkel. Dus is volgens N'^ 233 

i(ar-f-&r + cr) = O.AABC, 
sr = 0, 
O 




of 

en .ten slotte 



Wtj voegen hierbj) de berekening der stukken, waarin de drie zflden 
door de raakpunten verdeeld worden. Hiertoe merken wfl op, dat vol- 
gens N® 96 

AE = AF, BF = BD en CD = CE is. 
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Maar al deze stukken te zamen vormen den omtrek van den drie- 
hoek, dus is 

2 (A E + E C -f- B D) =r den omtrek = 2 s, 
of 

AC + BD = «, d. i.&-f-BD = 8, 
dus 

B D = s — ft. 

In het gehedl vinden wjj dus 

AE=:AF = s — a, BF = BD = 8 — 6, OD = CE = s — c. 

In § 54 leerden wfj nog de drie aangeschreven cirkels van een drie- 
hoek kennen. Ook hiervan zQn de stralen gemakkelijk te berekenen. 

Eigenschap 235. De straal van den aangeschreven cirkel^ die de 
zijde a en de verlengden der zijden h en c raakt, ie 




Pig. 247. 



derhalve 



ra = 



Bew^s : Laat men uit het middel- 
punt P van den aangeschreven cirkel 
weder de loodltJnen op de zflden van 
den driehoek neer, dan z^jn deze alle 
gelijk aan r«, terwtjl de loodlgn, op 
BC neergelaten, negatief is. Dus is 
volgens N*^ 233 

Opp. AABC=-J-(&r«-f-cr« — ar«) 
of 

Opp. A ABC=|(ö-f-c— a)r« 

z=i(8'-a)ra, 
O 



5— a 



Ook in dit geval z^jn de stukken, waarin de zQden van den driehoek 
door de raakpunten verdeeld worden, onmiddelljjk te vinden. Men heeft 
namelijk volgens N*^ 96 

AE=:AF, BF=:BD, CD = OE. 

Hieruit volgt, dat A E 4- A F den omtrek van den driehoek vormt, 
dus is 

A E = A F = s, 
en dan wordt verder 

BF = s — c = BD en CE = s— ö = CD. 
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Hieruit blflkt tevens, dat het punt D niet met het raakpunt van 
den ingeschreven cirkel op BC samenvalt. 

122. Wfl gaan nu over tot de beschouwing van cirkels, om en in 
vierhoeken beschreven. 

Allereerst is duidelijk, dat niet om eiken vierhoek een cirkel be- 
schreven kan worden. Want door drie hoekpunten van den vierhoek 
is een cirkel volkomen bepaald en daar het vierde hoekpunt wille- 
keurig is, behoeft het niet op dien cirkel te liggen. 

Bigensohap 236, Als om een vierhoek een cirkel beschreven kan 
worden, dan is de som van twee overstaande hoeken een gestrekte. 

Bewjjs: In fig. 248 is namel\]k 

L ABC = i&öf.ADC, 
L ADC = |ftöf.ABC, 

dus door optelling 

LABC+LABC = ^ cirkel = 180°. 

Eigenschap 287. Als de som van twee overstaande hoeken van een 
^vierhoek een gestrekte hoek is, dan kan om dien vierhoek een cirkel 
beschreven worden. 

Gtegeven: LB+LI> = 180°. 

Te bewijzen: Om vierhoek ABCD kan een cirkel beschreven 
worden. 

Bewijs: Men kan steeds een cirkel beschrijven, die door drie der 
hoekpunten van den vierhoek, b. v. door A, B 
en C, gaat. Onderstelt men nu, dat deze cirkel 
niet door D ging, doch G D in D' sneed, dan zou 
men A met D' kunnen vereenigen en volgens 
N® 236 zou in dat geval 

LB+LAD'C=: 180° 

zyn. In verband met het gegevene moest men 
dan besluiten, dat 

LD=LAD'C Pig. 249. 

i9, hetgeen zou vorderen, dat AD en AD' 
evenwtjdig waren. De cirkel moet dus door D gaan. 

Een vierhoek, waarom een cirkel beschreven kan worden, heet koor- 
denvierhoek. BU zulk een vierhoek bezitten de diagonalen twee 
belangrijke eigenschappen ten opzichte van de zijden. 
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Eigenschap 288. (Theorema van Ptolemaeus). In een koorden-- 
merhoek is het product der diagonalen gelijk aan de som van de pro- 
ducten der overstaande zijden. 

Te bewezen: ACXBD=:ABxCD4-ADXBC. 
Bewtjs: Deze betrekking is gemakkelijk te bewezen met behulp 

van gelijkvormige driehoeken, al» 
zy slechts in den vorm eener 
evenredigheid gebracht kan wor- 
den. Daartoe schrQven wQ haar 
eerst in den vorm eener gelijkheid 
van twee producten, aldus: 

ACXBD= 

. « /^^ ADXBC\ 
.-.^ =AB(cD-f--^^3-), 

^* ' en opdat nu het bewfls zoo een- 

ADXBC 

voudig mogelijk worde, is noodig, dat de rechte — - — in het 

A B 

verlengde van CD komt te liggen. 

Wtj stellen dus 

ADXBC 

— -— — = het verlengde van CD, 
A B 

waaruit volgt 

A B : A D = B C : het verlengde van C D . . . . (1> 

Dit zal nu waar zfln, indien A A B C gelijkvormig is met een drie- 
hoek, gevormd uit A D en het verlengde van C D, of, dit laatste door 
D X aanduidende, indien AABCco AADXis. Volgens (1) is daartoe 
noodig, dat de hoek over BC gelijk is aan dien over DX. Men con- 
strueere dus LDAX=LBAC en verlenge C D, dan is inderdaad de 
ontstane driehoek ADXco AABC, want zy hebben, behalve de hoeken 
D A X en B A C, nog L A D X en L A B C gelijk volgens N^ 236. 

Dus heeft men nu nog te bewijzen 

ACXBD = AB (CD-4-DX) = ABxCX, 
of AC:CX = AB:BD. 

Dit vereischt, dat A A C X co A A B D is, hetgeen inderdaad waar 
is, want L A C X = |^ ögf. A D = L A B D en uit de gelijkheid der 
hoeken B A C en D A X volgt bovendien LBAD=LCAX. 

Opmerking: Een andere hulplijn verkrijgt men, indien men de 
stelling in den vorm brengt 

. ^ /r. r^ ADXBO\ , „ ^^ 

AC f BD — — j =ABXCD. 
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Eigenschap 239. In jig, 251 is bovendien 

AC_ BCxCD4-BAXAD 
BD~"ABxBC-hADxDC 

Bew^s : Indien men teller en noemer van de breuk in het tweede 
lid door één der zijden deelt, zoodat b. v. ontstaat 



AC 


= 


CD-f- 


BAXAD 
BC 


BD 


AB-h 


ADxDC 



(1) 



BC 



dan heeft men nog slechts een 
evenredigheid te bewvjzen, in- 
dien het gelukt de vormen 

BAXAD ADxDC 
en 



BC 



BC 




¥ 



Fig. 251. 



te construeeren als rechten, die 
respectieveltJk in het verlengde* 
van C D en A B liggen. 
Opdat nu 

BAXAD , ^ 

— -— — z= verlengde van C D 
B C 

zQ, is noodig, dat 

BC:ADz=BA : het verlengde 

van CD .... (2) 

hetgeen waar zQn zal, indien 

A A B C gelökvormig is met een driehoek, gevormd uit A D en het 
verlengde van CD, dat wfl door DX voorstellen. Opdat dit plaats 
vinde, moet volgens (2) de hoek over B A gelijk zQn aan den hoek 
over DX, dus 

LBCA=L DAX. 
Daar echter 

LBCA=LBDA 
is, zoo moet dus ook 

LBDA=LDAX 

zQn, d. 1. de rechte AX moet || BD loopen. 
Evenzoo komt men uit de betrekking 

AD X DC 



BC 



= het verlengde van BA 



tot het besluit, dat een rechte uit D||AC getrokken moet worden. 
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zoodat men, indien het snüpunt van die evenwijdige met het verlengde 
van BA met Y aangeduid wordt, nu het volgende bewfls verkrijgt: 

AABCcoAADX, 
want, omdat A X 1 1 B D is, zal allereerst 

LDAX=L ADB 
zfln. Maar 

L ADB = i fty. AB= L ACB, 
dus is ook 

LDAX= L ACB; 

verder is LABC=LADX volgens N® 236. 

ABCDeoAADY, want volgens N® 236 is L B C D = L D A Y, 
en verder is 

L ADY=LCAD, 

omdat DY II AC is, maar 

LCAD=LCBD = |&y. CD, 
dus is L ADY=LCBD. 
Uit het eerste paar gelijkvormige driehoeken volgt 
BC:AD = AB:DX, 
of p^^ADXAB 

BC ' 
en uit het tweede paar gelijkvormige driehoeken volgt 
BC:AD = CD:AY, 

of ADXCD 

•"• j^ — — .^ _, — • 
BC 

Voert men nu deze uitdrukkingen in (1) in, dan heeft men dus, 
in plaats van de betrekking (1), nog slechts te bewtjzen 
AC_ CD-4-DX _CX 
BD"~AB4-AY~BY' 
hetgeen waar zfln .zal, indien A ACXeo A BDY is. In deze drie- 
hoeken is 

LYBD = ^&g. AD=LACX, 
en verder is 

LAXCz=LBDC = i&gr. BC=LBAC=LBYD. 
Door middel van de stellingen 238 en 239 kan men nu onmiddellijk 
elk der diagonalen van een koordenvierhoek in de vier zijden uit- 
drukken. Stelt men namelijk AB = a, BC = &, CD = c, DA = cï, 
AC = p, BD = g dan volgt uit 

pqz=ac-^bdj 
en 

p bc-\-ad 

q ab-\-cd 
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door vermenigvuldiging en deeling onmiddelltjk 

(ac-f-&c?)(&c-f-ad) (ac-{-bd) (ab - 



p*= 



ab-{-cd 



-ad) , (ac- 
, r = — 



■cd) 



bc-j-ad 




123. Het is onmiddellijk in te zien, dat niet in eiken vierhoek een 
cirkel beschreven kan worden. Want men kan steeds één cirkel be- 
schreven, die drie zQden van den vierhoek raakt en de vierde z\jde, 
die geheel willekeurig Is, behoeft dezen cirkel niet te raken. 

Eigenschap 240. Als in een vierhoek een cirkel beschreven is, dan 
zijn de sommen van elk paar overstaande zijden gelijk. 

Gegeven: PQ, QR, RS, 

SP raken den cirkel M in / ^^^^""r-'^^^^^ R 

A, B, C, D. 

D 

Te bewezen: 

PQ4-RS = QR-f-SP. 

Bewijs: Volgens N® 96 is 

PA = PD, 
QA = QB, 
R C = R B, 

S C = S D, 

en door optelling ontstaat de Fig. 263. 

stelling. 

Eigenschap 241. Als in een vierkant de sommen der paren over- 
staande zijden gelijk zijn^ kan in dien vierhoek een cirkel beschreven 
worden, 

Gtegeven: AB4-CD=: BC 4- AD. 

Te bewijzen: In den vierhoek 
ABCD kan een cirkel beschreven 
worden. 

Bewtjs: Beschreven wy volgens 
W. 21 een cirkel, die A B, B C en C D 
raakt en onderstellen w^j, dat deze 
cirkel de zQde A D niet raakt, dan kan 
men toch steeds uit D een raakl^jn aan 
dien cirkel trekken, die A B in A' sn\)de. 
Dan zou volgens N^ 240 

A'B + CD = A'D4-BC 

moeten ztjn. Maar volgens het gegevene is 

AB-f-CD = AD-f-BC, 




Fig. 258. 
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dus door aftrekking zou ontstaan 

AA' = AD— A'D, 

hetgeen tegen N® 38 strtjdt. De cirkel moet dus ook A D raken. 

124. Eigenschap 242, Is een cirkel in eenige gelijke deelen verdeeld^ 
dan ontstaat door de vereeniging der deelpunten een regelmatige inge- 
schreven veelhoek, 

^ Gegeven : 

&öf. A B = hg, B C = &öf. C D = enz., 
Te bewezen: 

A B = B C = C D = enz., 
LABC=LBCD=rL CDE = enz. 
Bewijs: De geiykheid van AB, BC,. 
CD. .. volgt onmiddellök uit N^ 77. Ver- 
der wordt, als er n-ztjden zfln, elk der 
hoeken ABC, B C D, . . . gemeten door 
(w-2) 




2w 



van den cirkel. 



Eigenschap 248. Is een cirkel in eenige gelijke deelen verdeeld en 
trekt men in elk der deelpunten een raaklijn aan den drkelj dan vor- 
men deze raaklijnen een regelmatigen omgeschreven veelhoek. 

Gegeven : 

&öf. A B = ögf. B C = &öf. C D = enz., 
M N, NO, OP,... raken den cirkel in 
de punten B, C, D 

Te bewijzen: 

MN = NO = OP = ..., 
LMNO=LNOPz=LOPQ = .... 

Bewtjs : Elk 

veelhoek wordt gemeten door ^ 

2n 

van den cirkel; want volgens N** 206 
is b.v. 




der hoeken van den 
n — 2 



LMNO=ri(&ö^.BFC— &^BC) = lf*?^ ^ — -)x 

\ n n/ 



360^. 



Vereenigt men verder A met B, B met C, enz., dan zfln de drie- 
hoeken A M B, BMC, enz. congruent, want alle z^jn volgens N*^ 96 
geiykbeenige driehoeken met gelijke basisboeken, die bovendien nog 
volgens N<> 77 de basis geltjk hebben. 

De belangrijkste eigenschap van eiken regelmatigen veelhoek is 



j 



Digitized by 



Qoo^^ 



237 




Eigenschap 244. Om en in eiken regelmatigen veelhoek kan een 
ci'^kel beschreven worden en de middelpunten dezer cirkels vallen samen, 

G^gevon : ABCDEF.... is een 
regelmatige veelhoek. 

Te bewijzen : Om en in dien veel- 
hoek kan een cirkel beschreven wor- 
den. 

Bew\js: Deelt men twee opeen 
volgende ztjden, b.v. A B en B C, door 
de rechten M P en M Q loodrecht mid- 
dendoor, dan ligt het punt M op 
gelijke afstanden van A, B en C en 
wQ zullen nu aantoonen, dat ook M D pig, 256. 

geiyk moet zQn aan M A, M B of M 0. 

Van de driehoeken MCD en MBC is bekend, dat BC = CD, 
M C = M O is, dus zullen deze driehoeken congruent ztJn, als L B C M = 
L M C D, d. i. als elk dezer hoeken de helft is van L B C D. Dit nu 
volgt uit de congruentie der driehoeken AMB en BMC, die de 
drie zijden gelijk hebben. Dus is, daar bovendien die driehoeken ge- 
lykbeenig z^jn, 

LMAB=LMBA=LMBC=LMCB, 

zoodat L M B C de helft van L A B C is en dus ook L M C B de helft 
van L B C D zyn moet. 

Daar de driehoeken M B C en M C D nu congruent zfln, is M D = M B 
en evenzoo kan bewezen worden M E = M C, enz. De punten A, B, 
C, D, E . . . liggen dus alle op een cirkel, waarvan M het middelpunt is. 

Maar bovendien volgt uit de congruentie der driehoeken MAB, 
MBC, MCD... dat ook de afstanden van M tot A B, B C, C D . . . 
alle geljjk zullen zQn. Men kan dus ook om M een cirkel beschreven, 
die de zyden van den veelhoek raakt. 

Het middelpunt van den omgeschreven of van den ingeschreven 
cirkel van een regelmatigen veelhoek wordt gewoonlijk het middel- 
punt van den veelhoek genoemd. 

Vereenigt men het middelpunt van een regelmatigen veelhoek met 
de uiteinden van één zijde, dan ontstaat een middelpuntsdriehoek, 
welks tophoek de middelpuntshoek van den veelhoek heet. Men 
ziet onmiddellijk de juistheid in van 

Eigenschap 245. Een middelpuntshoek van een regelmatigen n-hoek 

bevat graden. 

n ' 

125. Men is gewoon de zijde van den regelmatigen ti-hoek, die in een 
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cirkel met den straal R beschreven wordt, door On aan te duiden, 
terwQl An beteekent de zvjde van den regelmatigen n-hoek, om dien 
cirkel beschreven. 

Dus is a, de zQde van den regelmatigen ingeschreven driehoek, 
A|o die van den regelmatigen omgeschreven tienhoek, enz. 

In de volgende paragraphen zullen wy nu het vraagstuk behandelen, 
als de straal R van een cirkel gegeven is, de zijden van eenige regel- 
matige in- en omgeschreven veelhoeken daarin uit te drukken. Voor het 
volgende zevental kan dit op zeer eenvoudige vrQze met behulp eener 
figuur geschieden: o,, a^, a^, a,o, A,, A^, A^. W\j bewijzen dus 

Eigenschap 246. De zijde van den regelmatigen driehoek^ die in 
een cirkel met den straal R beschreven vxyrdt^ is R ^Z 3. 

Bewjjs : Het middelpunt van den omgeschre- 
ven cirkel van een regelmatigen driehoek kan 
men construeeren, door uit twee hoekpunten 
b.v. A en B loodlflnen AD en BE op de over- 
staande z\Jden te trekken, want deze loodljjnen 
deelen volgens N® 56 ook die overstaande 
zijden middendoor. A D en B £ z^jn dus ook 
zwaartelflnen, zoodat volgens N*^ 156 




Flg. 267. 
is. Maar in A ABE is 



BM=:R = |BE 



BE* = AB* — AE* = a*3 — (^a,)* = f aV 



dus is 



of omgekeerd 



BEzzzia^yJS enR=ifBE = ^a,Y/T, 
ttj = R v/¥. 



Eigenschap 247. De zijde van den regelmatigen vierhoek^ die in 
een cirkel met den straal R beschreven wordt^ is R y/ 2. 

Bewtja : Daar de diagonalen van een vierkant 
de hoeken middendoor deelen, is haar snijpunt het 
middelpunt van den veelhoek. Volgens N® 11^ 
staan die diagonalen loodrecht op elkander,, 
derhalve 

' CD* = MC*-f-MD*, 




of 
dus 



Flg. 258. 



a* = R \/¥. 
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Eigenschap 248. De zijde van den regelmatigen zeshoek^ die in 
een cirkel met den straal R beschreven wordt, is R. 

Bewijs: Is namelijk AMB (fig. 259) een M 

middelpuntsdriehoek van een regelmatigen zes- 
boek, dan is 

L AMB = 60^ 
en daar 

AM = MB 

is, zal dus elk der hoeken MAB en MBA gelflk 

aan 60° ztjn. Dus is A A M B gelv)kzt)dig en fir. 259. 

AB = AM of a6 = R. 

Eigenschap 249. De zijde van den regelmatigen tienhoek, die in 
een cirkel beschreven wordt, is het grootste stuk van den in de uiterste 
en middelste reden verdeelden straaL 

Is A A M B een middelpuntsdriehoek van een 
regelmatigen tienhoek, dan is L A M B = 36^ en 
daar A M = M B is, zoo zal elk der hoeken MAB 
en M B A 72° bedragen. Deelt men nu L M B A 
middendoor door BP, dan is 



dus 



LMBP = 36°=LBMA, 



MP = PB. 




Verder vindt men voor L A P B als buitenhoek 
van A MPB de som der hoeken PMB en PBM, dus 72°, derhalve is 

L APB= LPAB 

en P B = A B, of samenvattende AB = PBzz:PM. 
Volgens N® 146 bestaat nu de evenredigheid 



of 



AP:PM = AB:BM, 
AP:PM=zPM:AM, 



zoodat AM in het punt P in de uiterste en middelste reden ver- 
deeld is. 

Daar L A M B < L A is, zoo is A B < B M en dus ook in ver- 
band met de vorige evenredigheid A P < P M. PM of A B is dus 
het firr-ootste stuk van Ha in Ha nitArafA «n miHHAlafA raHon trArHa/^Mo. 
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Bigensohap 250. De zijde van den regelmatigen driehoek^ die Ofn 
een cirkel met den straal R beschreven wordt, is 2RyJ 3. 

In fig. 261, die met fig. 257 overeen- 
stemt, is M ook het middelpunt van den 
in A A B C beschreven cirkel, dus is nu 
M E = R. Maar daar L M A E = 30° is, 
zoo is volgens N® 54 A M = 2 M E = 2 R, 
dus is 

A M* - M E* = A E* of 4 R« — R* = (^A,)* 

waaruit volgt 

Fig. 261. ^ Aj = R v/"3, of A, = 2 R ^1. 

Eigenaohap 251. De zijde van den regelmatigen vierhoek, die om 
een cirkel met den straal R beschreven wordt, is 2 R. 

Het bewfls is te eenvoudig om hierbtJ gevoegd te worden. 

126. De zyden der overige regelmatige veelhoeken worden gewoonlijk 
uit de vorige afgeleid met behulp van de in deze en de volgende § be- 
wezen stellingen. 

Eigenschap 252. Zijn AB en BC twee gelijke bogen van een 
cirkel, met den straal R beschreven, en trekt men de rechten AB 
en A O, dan is 

A B* = 2 R' — R \/ 4 R* — A C^ 

Bew^s: Trekt men nameiyk AM en BM, 
dan zal B M de rechte A C loodrecht midden- 
door deelen, omdat elk der punten B en M op 
geltjke afstanden van A en C ligt. Dus is 

AD = ^AC en in AABM is verder 

AB* = AM'-4-BM* — 2BMXMD, 
of 
^'«' ^^^' AB* = 2R* — 2RXMD. 

Maar in A A D M is 

D M = V A M' — A D* = V R' — i A C», 

derhalve 

A B* = 2 R« — R V 4 R» — A C*. 

In het bijzonder kan men aannemen, dat A C i= a« is, zoodat men 
AB door a2H voorstellen moet. Dan wordt dus 

aS„ = 2R* — RV4R* — a\ (1) 

Deze formule wordt de verdubbelings-formule genoemd. 
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Als tweede b^zonder geval kan men aannemen, dat A B = On is, 
zoodat AC de kleinste diagonaal van den regelmatigen n-hoek wordt. 
Duiden wfl deze door d aan, dan is dus 



a,* = 2R* — Ry/4R2 — d* . . . . . . (2) 

De formule (1) kan dienen om, als a„ gegeven is, a2n te berekenen. 
Maar door omgekeerd a» er uit op te lossen, kan men ook een uit 
drukking afleiden, waaruit o» berekend kan worden, als 02» gegeven 
is. Men vindt dan uit (1) door omzetting der termen 



2R» — a2«* = R\/ 4R* — anS 

of, in de tweede macht brengende, 

4 R* — 4 R* a*2„ -f- a*2« = R* (4 R* — a„*), 
dus 

en ten slotte 



a„z=^y/4R2-aS» (3) 

R 

Evenzoo vindt men uit formule (2) 

d = ^y/4R* — a„S (4) 

R 

waardoor de kleinste diagonaal van een regelmatigen n-hoek berekend 
kan worden, als diens zvjde bekend is. 

Als toepassingen zullen w^ berekenen a^ uit a^, a,j uit a^, 
«5 uit a,o, ds uit a-. 

Volgens (1) is 



ttg* = 2 R* - R V 4 R* — a,S 
= 2 R* - R V 4 R' — 2 RS 

= R* (2- V'2), 



dus ten slotte 



ag =:R\/2 — 1^2. 
Evenzoo is volgens (1) 

a„2 = 2 R* — R v/4R2 — ttgS 
= 2 R2 — R v/ 4 R* — RS 
z=RM2-v'3); 



dus 



a,j =R\/2 — V/3. 



16 
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Volgens (3) is 



= i (V/5 - 1) \/4R» - ^ (6 - 2 1/"B), 



= ? V (1/ 5 — 1)« (10 + 2 V/T), 
4 



of ten slotte 



^=5Vio. 



2V/1. 



EindeUJk is volgens (4) 



d5=^V4B»-a,S 



= iVlO — 2V/5\/4R« — ^(10-21/5). 

= 5 V (10 — 2 VT) (6 + 2 t/T), 
4 



of ten slotte 



R, 



d5=z:-VlO-f-2t 5. 
127. Eigenschap 253. In het algemeen is 




2a„R 



V'iR* — a«* 



(5) 



Fig. 263. 
Of 

en ten slotte 



BewQs : Is namemk A B = On en trekt men 
in A en B de raakiynen aan den cirkel, dan 
is volgens N® 243 AP=:-J^A„. Daar de pun- 
ten P en M elk op gelflke afstanden van 
A en B liggen, zoo zal M P de rechte A B 
loodrecht middendoor deelen, dus is A Q =| a«. 
Maar dan is AAPMcoAAQMen dus 

AP:AQ = AM:QM, 
2a„R 



A„ = 



y/ 4 R* — a«2 
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Met behulp van deze formule kan men nu achtereenvolgens A5, A^, 
A3, A|0}A|2 berekenen. WQ deelen hier slechts de uitkomsten mede 

A5 = 2 R V 5 — 2 1/5, 

Ae =fR\/"^» 

Ag =2R(v/"2"— 1), 

A,o = fRV25 — IOV/5, 
A,j=:2R(2— y/S)- 

128. Wy voegen hierbt) ten slotte nog een paar bekende eigen- 
schappen : 

Eigenschap 254. Elk paar diagonalen van een regelmatigen vijf- 
hoek verdeelt elkander in de uiterste en middelste reden en het grootste 
stuk van elke diagonaal is gelijk aan de zyde van den vijf hoek. 

Bewijs: Zjj P het snQpunt van de 
beide diagonalen AC en BE, dan moet 
bewezen worden, dat 

BP:PE=:PE:BE. 

De hoeken CAE en APE worden 
elk door het vijfde deel van dien cirkel 
gemeten; zö zfln dus geltJk, zoodat 
PE = a5. 

Verder zt)n de hoeken ABE, BAC, 
B E A elk 36°, daar zt) gemeten worden 
door de helft yan het vflfde deel van den 
om den vijfhoek beschreven cirkel. 

Dus is AABPeoAABE, waaruit volgt 




Fig. 264. 



of ook 



BP:AB = AB:BE, 
BP:PE = PE:BE. 
Uit deze eigenschap besluit men nog, dat 

Ö5 = i ^ (v^— 1), 

waardoor men een nieuw middel heeft om dg uit o^ te berekenen. 
129. Is in fig. 265 A B = a„ en A C = Op, dan is dus 

360° 360° 

LAMB = — ^» LAMC = ^^^, 
n p 



lOogle 




244 
en hieruit volgt 



LCMB=360^/- — iy 



Is nu 



1 1_1 
n^p~q 



en is hierin q een geheel getal, dan kan 
men dus CB door aq voorstellen. 

In A A C B is dan, als B D _L A C ge- 
trokken wordt, 

Fig. 265. AB*=:AC»-hCB«H-2 ACXCD, 

of 

a»« = a«^4-a*,4-2apXCD (1) 

Maar LDCB=:| bg. ACB volgens N» 209. Als men nu M E _L 
A B trekt, dan is dus L D O B = L E M B, zoodat ADCBcoAMEB 
is, waaruit volgt 

CD:ME = CB:MB, 
of 

Door invoering van deze waarde in de betrekking (1), verkrijgt men 



^apttg 



of door oplossing van Uq 

a,= ^ • • • 

Als toepassing kunnen wU aannemen n = 6, p = 10. Daar 

t TiF ^^ iV» 
zoo is dus 3 = 15 en volgens (3) is dan 



(2) 



a',. = 



aeVR*-i«'io — «lov/R'-ia^ 



R 



of na herleiding 



«15 = i R [V 10-1-2 ^5-4- V 3 — V 15]. 

Dezelfde wQze van berekenen kan ook gevolgd worden, indien men 
een diagonaal van een regelmatigen veelhoek berekenen wil. Is b.v. 
in fig. 265 A C = a^ en C B = ag, dan zal bg. AB i -f- { of ^ van 
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den cirkel z\jn en dus kan AB beschouwd worden als een diagonaal 
van een regelmatigen twaalfhoek. Om dezen te berekenen heeft men 
dus uit de vergelijking (2) o» op te lossen, terwijl men _p = 4 en g = 6 
moet aannemen. 

In het voorgaande zjjn alleen die regelmatige veelhoeken besproken, 
welker zflden zonder ingewikkelde berekeningen in den straal kunnen 
worden uitgedrukt. Er zfln echter nog andere bekend, b. v. de zyde 
van den regelmatigen zeventienhoek en in het algemeen van een veel- 
hoek met 2^ + 1 zUden, als p een geheel getal en 2^ H- 1 ondeelbaar is. 

Wfl besluiten dit hoofdstuk door te vermelden, dat het hier behan- 
delde ons in staat stelt een aantal hoeken met behulp van passer en 
liniaal te construeeren. 

Reeds was het mogeltjk, met behulp van W. 15 en 19, hoeken te 
construeeren van 

90^, 45°, 22^°, 11|°, 

en met behulp van W. 4 evenzoo de navolgende hoeken 
60^ 30°, 16°, 7^°, 3|°, 

Construeert men nu met behulp van N*^ 249 en W. 36 de zflde van 
een regelmatigen tienhoek, in een cirkel met willekeurigen straal be- 
schreven, en daarna een hierbQ behoorenden middelpuntsdriehoek, dan 
kan men dus ook hoeken verkrjtjgen van 

72°, 36°, 18°, 9°, 4|°, 2|°, 

Door de sommen en de verschillen te construeeren van elk tweetal 
hoeken, in deze rjjen voorkomende, kan men het aantal hoeken, dat 
met passer en liniaal geconstrueerd kan worden, voortdurend ver- 
grooten. 



Vraagstukken. 

500. Bereken den straal van den omgeschreven en van den inge- 
schreven cirkel van een driehoek, waarvan de z^den 13, 14 en 15 
cM. bedragen? 

501. Van een driehoek ztjn twee ztJden 9 en 12 cM., terwijl de 
straal van den omgeschreven cirkel 8 cM. bedraagt. Bepaal de hoogte- 
Iflnen van dien driehoek en de derde ztjde. 

502. Van een driehoek zfln de zflden 76, 29 en 35 cM. Bereken de 
stralen van de in- en aangeschreven cirkels van dien driehoek. 

503. Bewfls, dat bfl een rechthoekigen driehoek, waarvan a en ö 
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de rechthoekszijden en c de hypothenusa is, de straal van den inge- 
schreven cirkel gel^k is aan a — c. 
604. BewQs, dat in eiken willekeurigen driehoek 

1111 

- H 1-- = -» 

Ta rt Vc r 

en 



1=/ 



r Va n Te. 



505. BewtJs, dat de straal van den omgeschreven cirkel van een 
geltJkzfldigen driehoek twee derden van de hoogte is. 

Evenzoo, dat de straal van den ingeschreven cirkel gel^k is aan 
één derde van de hoogte. 

506. Men vereenigt in een driehoek, waarvan de ztJden 12, 17 en 
25 cM. bedragen, de hoekpunten met de raakpunten van den inge- 
schreven cirkel op de overstaande zflden. Bepaal de oppervlakken der 
zes driehoeken, waarin de driehoek verdeeld wordt. 

507. Wanneer kan om een trapezium een cirkel beschreven worden? 

508. In een geltjkbeenig trapezium is een cirkel beschreven. Als de 
evenwijdige zflden a en & cM. bedragen, bereken dan het oppervlak 
van dat trapezium. 

509. Bereken den inhoud van een vierhoek, waarom een cirkel 
beschreven kan worden, als de zflden door a, 6, c, d aangeduid worden. 

510. Druk den straal van den omgeschreven cirkel van den vierhoek 
in het vorige vraagstuk in a, 6, c, d uit. 

511. Bewfls, dat in eiken willekeurigen driehoek 

»•« + ri 4- re = r 4- 4 R. 

512. Een driehoek te beschreven, als gegeven zfln de tophoek, de 
omtrek en de straal van den ingeschreven cirkel. 

513. Bewijs de stelling, dat de zijden van den voetpuntsdriehoek 
van een willekeurigen driehoek antiparallel met de zijden van dezen 
laatsten zfln, door middel van cirkels, om in de figuur voorkomende 
vierhoeken beschreven. 

514. Als om een regelmatigen veelhoek A B C D E . . . een cirkel 
beschreven is en men trekt in de middens der bogen A B, BC,... 
raakltjnen aan dien cirkel, dan ontstaat een regelmatige veelhoek. 

515. Neemt men op de zijden AB, BC,... van een regelmatigen 
veelhoek geltjke stukken A A^, B Bj, C C^ . . . dan is A^ B| Cj . . . een 
regelmatige veelhoek, die concentrisch is met den eersten. 

516. Een omgeschreven 2 w + 1-hoek is regelmatig, als zfln zflden 
geltjk z\jn. Geldt dezelfde stelling ook bfl een 2 w-hoek? 

517. Een ingeschreven 2 w -f- 1-hoek is regelmatig, als ztjn hoeken 
gelijk z\jn. Geldt dezelfde stelling ook btj een 2n-hoek? 
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518. Bereken a^e en a^o, uitgedrukt in den straal van den omge- 
schreven cirkel. 

519. Bereken a^o uit a^ en a,ot in aanmerking nemende, dat 

520. Bepaal alle diagonalen van een regelmatigen achthoek, tienhoek, 
zestienhoek, uitgedrukt in den straal van den omgeschreven cirkel. 

521. Bereken den inhoud van een middelpuntsdriehoek van een 
regelmatigen ingeschreven en van een omgeschreven tienhoek, uit- 
gedrukt in den straal. 

522. Bereken de diagonalen van een regelmatigen twaalfhoek en 
vier-en-twintighoek, uitgedrukt in de zt|de. 

523. Als men de zijden van een regelmatigen vyfhoek verlengt, 
ontstaat een stervormige v^jfhoek. Bereken de z\jde van dezen, uitgedrukt 
in de zijde van den vflfhoek. 

524. Van een regelmatigen achthoek snijdt men in elk der hoek- 
punten een geiykbeenigen driehoek af, zoodat al deze driehoeken con- 
gruent zfln. Bepaal de lengte der beenen van deze driehoeken, als de 
zyde van den achthoek a is en de omtrek van den overgebleven 

m 
veelhoek — van dien van den achthoek is. 
n 

525. Laat men uit het middelpunt van een willekeurigen regel- 
matigen w-hoek en uit elk der hoekpunten loodltJnen neer op een 
willekeurige rechte, dan is de som van de loodltjnen, uit de hoek- 
punten getrokken, geljjk aan het n-voud van de loodiyn uit het mid- 
delpunt. 

526. In een regelmatigen achthoek trekt men door een der hoek- 
punten een middeliyn. Hoe groot ztjn de projecties der zflden op deze 
middelljjn en de projecteerende Iflnen der hoekpunten, als de zflde 
van den achthoek a is? 

527. In een regelmatigen tienhoek vereenigt men de hoekpunten 
twee aan twee, zoodat vier evenwfldige diagonalen ontstaan. Hoe groot 
is elk der deelen, waarin de tienhoek verdeeld is, als de zflde a is. 

528. Op een gegeven rechte als ztjde een regelmatigen zeshoek, 
achthoek, tienhoek te beschrijven. 
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OMTREK EN OPPERVLAK VAN EEN CIRKEL. 

130. In § 55 hebben wfl een bepaling gegeven van een convexen 
en van een concaven veelhoek. 

In aansluiting hieraan noemen wtj een gebroken IQn eenzydig 
gebroken, als elk der deelen, waaruit zii bestaat, na verlenging 
geen enkel ander deel der Itjn snijdt dan de beide aangrenzende 
deelen. 

Evenzoo noemen wiJ een kromme eenzijdig gebogen, als elk 
harer raakltJnen, oneindig ver ter weerszoden verlengd, geen enkel 
ander punt dan het raakpunt met de kromme gemeen heeft. 

Een cirkel is dus een eenztjdig gebogen kromme. 

Onder de lengte van een gebroken Itjn verstaan wt| de som der 
lengten van al hare deelen. 

De eigenschap, met N® 103 aangeduid, kan ook aldus worden uit- 
gedrukt : 

Eigenschap 255. De rechte, die twee punten A en B verbindty 
ia kleiner dan de lengte van elke vnllekeurige gebroken lijn, tusschen 
dezelfde punten A en B getrokken. 

6U een eenzijdig gebroken lyn zegt men, dat deze geheel aan één 
zijde van elk harer deelen gelegen is. Naarmate de gebroken l^jn aan 
de een of de andere ztjde van elk harer deelen ligt, zegt men ook, 
dat ztj naar de eene of de andere zijde eenzijdig gebroken is. 

Vereenigt men twee punten A en B door verschillende naar dezelfde 
zijde eenzijdig gebroken lijnen p en q, dan zegt men, dat p door q 
omsloten wordt, als de deelen van p na verlenging een deel van q 
snijden, maar omgekeerd geen enkel deel van q na verlenging de 
gebroken lijn p snfldt, behalve in de punten A en B. 

Aan N® 255 voegen wij nu deze nieuwe eigenschap toe: 
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Fig. 266. 



HU 



IR, 



Eigenschap 256. De lengte van een eenzijdig gebroken lijn, die 
twee punten A «n B verbindt^ is kleiner dan de lengte van elke andere 
naar dezelfde zijde eenzijdig gebroken lijn, die de eerste omsluit en 
tusschen dezelfde punten A en B getrokken wordt. 

Te bewezen: 

AC + CD-4-DE-f-EB< _ g^^^^^-^^ 

AF-f-Fa + aH + HH-IB. 

Bewijs : Verlengt men AC, CD, DE 
totdat elk dezer rechten de andere 
gebroken lyn snydt, en wel achtereen- 
volgens in P, Q, R, dan kan njen op 
de figuren AFP, CPGQ, .... N^ 37 of 
N° 103 tsepassen en dus is 

AC-f-CP<AF-i-FP, 
CD+DQ<CP-hPG - 
DE-f-ER<DQ + GH- 
EB <ER-}-RB. 
Na optelling dezer ongelijkheden, kan elk lid met CP-I-DQ + ER 
verminderd worden en zoo ontstaat de stelling, die bewezen moest 
worden. 
Een bijzonder geval van deze stelling is nu 

Eigenschap 257 (fig. 261). Trekt men in twee punten AenB f ener een- 
zijdig gebogen kromme raaklijnen, die elkander na verlenging snijden 
in T, dan is de som van AT en TB steeds grooter dan de lengte eener 
willekeurige eenzijdig gebroken lijn A P Q R S B, welker hoekpunten op 
de kromme tusschen A en B gelegen zijn. 

Kiest men tusschen elke twee 
opeenvolgende hoekpunten der ge- 
broken rechte APQRSB een of 
meer punten der kromme, en ver- 
eenigt men deze achtereenvolgens 
door rechte lynen, dan ontstaat een 
nieuwe gebroken Itjn, die langer moet 
zjgn dan APQRSB. Want men 
heeft b.v. 

PQ<PP,-*-P,Q,+QiQ, 

en hetzelfde geldt voor elk deel van Fig. 267. 

de gebroken l^n A P Q R S B. 

Indien men nu op dezelfde wjtjze voortgaat, door tusschen de reeds 
ngevoegde doelpunten opnieuw andere te plaatsen, dan nadert men 
ten slotte tot een gebroken Ifln, die uit oneindig kleine deelen 
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bestaat. Daarbij blijft de lengte dier gebroken Ijjn steeds toenemende, 
maar z|j biyft tevens voortdurend kleiner dan de lengte van A T + T B. 
Hieruit moet men besluiten, dat de lengte der gebroken Ijjn b^ het 
kleiner worden van elk harer deeltjes, hoe langer hoe meer tot een 
bepaalde grens nadert. 

Deze grens wordt de lengte der kromme lijn A B genoemd. 
Men ziet onmiddellijk in, dat twee krommen, die elkander volkomen 
bedekken kunnen, gelijke lengte moeten hebben. 

131. Wtl zullen deze grondbegrippen nu gaan toepassen bfl den 
cirkel om daardoor tot de lengte van den cirkel of van den cirkel- 
omtrek te geraken. 

Eigenschap 258. De lengte van den drkelomtrek is steeds grooter 
dan de omtrek van een ingeschreven en kleiner dan die van een 
omgeschreven regelmatigen n-hoek, 

Bewtjs : ZtJ boog A B het n^^ deel van den 
cirkelomtrek, zoodat de rechte A B = a». Trekt 
men de raakignen in A en B, die elkander 
in T snjjden, dan is vroeger bewezen, dat 
A T = T B = J A„. 

De lengte van den cirkelomtrek is dan 
w X de lengte van bg. A B. Maar volgens het 
vorige is 
A T-F T B > de lengte van bg. AB> koorde A B, 

Fig. 268. ^^ , 

A„ > de lengte van bg, A B > a», 

dus, met n vermenigvuldigende, 

n A« > de lengte van den cirkel > n On, 

waardoor de eigenschap bewezen is. 

In deze eigenschap heeft men een hulpmiddel om de lengte van een 
cirkel zoo nauwkeurig te berekenen, als men verlangt. Neemt men 
b.v. n = 6, dan vindt men volgens de formules voor Ag en ag 

6 X f R Y^ > de lengte van den cirkel > 6R, 

of 

6.928 R > de lengte van den cirkel > 6R. 

Evenzoo voor nz=.12 

24 R (2 — yfï) > de lengte van den cirkel > 12 R V 2 — VY, 
of 

6,43078 R > de lengte van den cirkel > 6,211657 R. 

Door herhaalde toepassing van de verdubbelingsformule kan men 
a« berekenen voor een willekeurig groote waarde van n en daarna 
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kan men met behulp van N^. 253 A« voor dezelfde waarde van n 
bepalen. Zoo vindt men b.v. voor n =i 6.2* = 384 

6.2833 R > de lengte van den cirkel > 6.2829 R. 

Daar de belde grenzen, waartusschen de lengte van den cirkel ge- 
legen is, in de eerste twee decimalen volkomen overeenstemmen, zoo 
zullen dus in de formule 

de lengte van den cirkel = 6.28 R 

al de aangegeven decimalen volkomen juist ztjn. 

Op overeenkomstige wyze heeft men gevonden, dat de in de vol- 
gende formule geschreven decimalen alle juist zj^jn 

lengte van den cirkel = 6,283185307 R. 

Eigenschap 259. De omtrekken van een ingeschreven en van een 
omgeschreven regelmxitigen n-hoek naderen tot dezelfde grens^ als m£n 
n voortdurend laat toenemen. 

Bewijs: De verhouding dier omtrekken wordt namelijk voorgesteld 
door n a : w A„ en dit quotiënt is volgens N° 253 geltjk aan 



\/4R« — a„2 



=v/ 



2 R "^ 4 R* 

Wanneer nu n voortdurend grooter wordt, neemt a» steeds af en 
nadert tot nul, zoodat de verhouding der omtrekken tot de eenheid 
nadert. 

Volgens de definitie van de lengte eener kromme is de lengte van 
den cirkel de grens, waartoe de omtrek van een regelmatigen inge- 
schreven n hoek nadert, indien men het aantal zijden voortdurend laat 
toenemen, maar in verband met het vorige kan men nu ook zeggen : 

Eigenschap 260. De lerigte van den cirkel is de grens, waartoe 
de omtrek van den regelmatigen omgeschreven n-hoek nadert bij toe- 
name van het aantal zijden. 

Verder kan men bewijzen 

Eigenschap 261. De lengten van twee cirkelomtrekken verhouden 
zich als hunne stralen. 

Bew\js : Zyn namel^k R en r de stralen, O en o de omtrekken der 
cirkels en On en 6» de z^den van de regelmatige n-hoeken, in die 
cirkels beschreven. Dan volgt uit 

O = Gr. w a«, o =: Q-r. w hn, 

door deeling 

O n Om cttt 

-=iGr. -^=ar.p^. 
o nbn bn 
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Baar de middelpuntsdriehoeken, b\j a» en &« in de twee cirkels be- 
hoorende, gelijke hoeken hebben, z^n zQ gelijkvormig, dus is steeds 

o„_R 

en hieruit volgt 

O R 



Men kan deze eigenschap ook aldus schrijven 

O _o - O _ o 
R ~ r ^ 2R ~ 2r* 

Wanneer men dus btj verschilJende cirkels de verhouding bepaalt 
van den omtrek tot de middellitin, verkrijgt men steeds hetzelfde getal 
tot uitkomst. Men zegt dientengevolge, dat de verhouding van den 
omtrek van een cirkel tot z^n middellyn standvastig is. 

De standvastige verhouding van den omtrek van een cirkel tot zijn 
ndddellijn is een onmeetbaar getal, dat door n aangeduid wordt. 

Men heeft dus 

omtrek 

zir. 71 

2R 

of 

omtrek cirkel = 2 n R. 

Wfl hebben hierboven reeds gevonden, dat 

de lengte van den cirkel = 6,283185307 R, 

of 

de lengte van den cirkel = 3.1415926535 X de middeliyn. 

Tot in tien decimalen nauwkeurig zal dus de uitdrukking 

TT = 3,1415926535 

juist zjtjn. 

Arohimbdbs heeft reeds aangegeven, dat het getal n tusschen 34- 
en 34^ gelegen zfln moet. Meestal wordt ^^ de verhouding van 
Arohimedbs genoemd. Memus gaf in de 16^® eeuw voor n de bena- 
dering aan ff|; zU is in zes decimalen nauwkeurig. 

132. Onder het oppervlak van een cirkel verstaat men het 
deel van het platte vlak, door den cirkel begrensd. 

Onmiddelltjk blijkt de juistheid der volgende stelling 

Eigenschap 262. Het oppervlak van een cirkel is grooter dan dat 
van een vnllekeurigen ingeschreven veelhoek en kleiner dan dat van een 
vnUekeurigen omgeschreven veelhoek, 

Wfl bewflzen verder 
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Eigenschap 263. Het oppervlak van een regel/matigen n-hoek is 
gelijk aan het halve product van den omtrek met den straal van den 
ingeschreven cirkel (apothema), 

Bewjys : Het oppervlak van een regelmatigen n-hoek is namelijk n-maal 
zoo groot als dat van een zflner middelpunts- 
driehoeken A M B (fig. 269) of ^ ^ 

0« = nX^ABxMD, 

=i\nan,r 

en hierin is na» gel^k aan den omtrek van den 
regelmatigen n-hoek. 

Denkt men nu in en om een cirkel een regel- 
matigen n-hoek beschreven, dan is de straal van 
den ingeschreven cirkel van den laatsten gelflk 
aan dien van den omgeschreven cirkel van den eersten. Volgens N*^ 262 
en 263 is dus 

I n An . R > het oppervlak van den cirkel > J^ n a» r . . (1) 

Eigenschap 264. Het oppervlak van een regelmatigen ingeschreven 
n-hoek en van den regelmatigen omgeschreven n-hoek, naderen tot 
dezelfde grens, als n voortdurend grooter wordt. 

BewQs: Want de verhouding dier opper- 
vlakken is 

^na„r anr 

|- n Am H An H 

Is nu in fig. 263 AB = an en trekt men 
de raaklflnen AP en BP, zoodat 

AP = BP = ^A« 

wordt, en MP de koorde A B loodrecht midden- 
door deelt, dan volgt uit de gelijkvormigheid 
der driehoeken AMQ en AMP 

AQ:AP = MQ:MA, 




Fig. 268. 



of 
dus 



^an:|A» = r:B, 



Onr 



A„R R» 



Tevens is echter 

MQ = r = v/AM2 — AQ» = y/R* — |aV 

zoodat ten slotte de verhouding der oppervlakken van de beide regel- 
matige veelhoeken wordt 
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R* ~ 4 R»' 

' Bjj het toenemen van n nadert o» tot nul en zal dus die verhouding 
der oppervlakken tot de eenheid naderen. 

In verband met (1) kan men nu ook zeggen 

Eigenschap 265. Het oppervlak van een cirkel is de grens f waartoe 
het oppervlak van een regelmatigen ingeschreven of omgeschreven n-hoek 
nadert y als men n voortdurend laat toenemen. 

Om het oppei-vlak van een cirkel te bepalen, moet men dus 
nagaan, waarin de in N*^ 263 aangegeven formule voor het oppervlak 
van een regelmatigen rz-hoek overgaat, wanneer men n steeds laat 
toenemen. Men verkrijgt dan onmiddellijk 

Eigenschap 266. Het oppervlak van een cirkel is gelijk aan het 
halve product van zijn omtrek met den straal, 

In teekens vindt men dus 

Oppervlak cirkel =^27rRxR = 7rR*. 

133. Wfl kunnen nog een tweede formule geven voor het oppervlak 
van een regelmatigen n-hoek. 

Eigenschap 267. Het oppervlak van een regelmatigen n-hoek is 
gelijk aan ^nXhet product van den straal van den omgeschreven cirkel 
met de kleinste diagonaal van den n^hoek.y 
Bewijs : Zy A B C D E . . . een regelmatige n-hoek, zoodat A O de kleinste 

diagonaal is, die w)j door d aanduiden. 
-;^ Deze zal door B M loodrecht middendoor- 

_rir55^ gedeeld worden in H. Het oppervlak van 

/ ^ den middelpuntsdriehoek ABM is dus 

\^ iBMxAH = iRXid 

u // en het oppervlak van den n-hoek wordt nu 

^ L^ nXiRX|d = inRd. 

^ ^ Deze formule geeft tot meer eenvoudige 

Pig. 270. berekeningen aanleiding dan die, in W 263 

genoemd. Zoo vindt men voor het opper- 
vlak van den regelmatigen twaalf hoek, in een cirkel met den straal R 
beschreven, waarvoor dz=:a^y 

|Xi2Rae = 3R*, 

en dus, als de z^jde van den twaalfhoek door a aangeduid wordt, 
zpodat 

a = R V 2 — l/"? of R = a V 2 -h V/"3 
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is, dan wordt het oppervlak van den tv^aalfhoek in de z^jde uitgedrukt 

3 a^ (2 -f- \A3). 
Bfl een regelmatigen vjtjfhoek wordt evenzoo dus het oppervlak 

= |R*VlO-t-2V/5', 
of, indien men de zflde weder a noemt, zoodat 

a = iIlN/lO-2V^-5 en ^•=--,=^^== = 'l[^±ÏÏ1. 

VlO— 2 1/^ 2/5 

dan wordt het oppervlak, in die zflde uitgedrukt. 



^— Sö ^=1-6(10-4-2/5)". 

184. Indien gevraagd wordt de lengte van een cirkelboog te be- 
rekenen, waarvan het aantal graden a en de straal R gegeven zyn^ 
dan vindt men volgens N*^ 200 

L A M B : 360° = de lengte van hg, A B : den cirkelomtrek, 
of 

«^ : 360° = Z : 2 TT R, 
dus 

Z = 27rR-^. 
360 

De figuur, gevormd door een cirkelboog en de 
beide stralen, naar de uiteinden getrokken, wordt 
cirkelsector genoemd. 

De figuur, gevormd door een boog en de koorde, 
die hare uiteinden verbindt, heet cirkel- ^^^' 271- 

segment. 

Men kan nu volgens de bfl de eigenschappen 134, 187, 200 uiteen- 
gezette methode de volgende eigenschap bewflzen: 

Eigenschap 268. De oppervlakken van twee cirkelsectoren, uit den- 
zelfden cirkel gemeden, verhouden zich als de middelpuntshoeken. 

Vergelekt men dan een cirkelsector met den geheelen cirkel, dan vindt 
men dus in teekens, indien men den middelpuntshoek van den sector 
door a° voorstelt, 

O : TT R« = «o : 360°, 
of 

= 7rR2-^. 
360 
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Noemt men l de lengte van den cirkelboog, by den sector behoorende, 
dan is 

Z = 27rR-^, 
360' 

dus, door deeling op de vorige yergelijking 

y=iR of = ^RL 

In woorden verkrögt men derhalve 

Bigenaohap 269. Het oppervlak van een cirkelsector is gelijk aan 
het halve product van den straal met de lengte van den boog. 

Deze formule kan ook direct worden afgeleid. 
Denkt men zich namelijk den boog A B van den 
sector in n geltjke deelen AC, CD, DE... ver- 
deeld en de koorden AC, CD, DE.... getrok- 
ken, dan ziet men gemakkelijk in, dat het opper- 
vlak van den sector de grens is, waartoe de 
som van 

A M A C, A M C D, . . . . 

nadert, als het getal n voortdurend toeneemt. 
Nu is het oppervlak van een dier driehoeken b. v. van A M AC 




|ACXv/R*~iACS 
en dus wordt het oppervlak van den sector 



= Gr.iwACXR\/l-:^^=: 



ar. (\ lengte der gebroken lön ACD . . . Bx r\/ 1 — — — V 

Wordt n voortdurend grooter, zoodat AC tot nul nadert, dan zal 

de lengte der gebroken Ifln A C D . . . B tot de lengte van den boog 

AC» 
AB naderen, terwjjl — — ^ tot nul nadert. Dus is ten slotte 

Oppervlak cirkel sector == ^ i R. 

Wtl deelen nu zonder bewfls mede 

Eigensoiiap 270. Het oppervlak van een cirkelsegment is gelijk 
aan dat van den cirkelsector, die ontstaat dgor de uiteinden van den 
boog van het segment met het middelpunt te verbinden, verminderd met 
het oppervlak van den daarbij verkregen middelpunts-driehoeh 

Is het aantal graden van den boog van het segment en de 
straal gegeven, dan is. volgens N° 269 het oppervlak van den bfl het 
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segment behoorenden sector steeds te bepalen. Maar het oppervlak 
van den middelpunts-driehoek kan men In het algemeen niet in de 
gegevens uitdrukken. Dit gelukt echter steeds, als dé middelpuntshoek 
bfl een bekenden regelmatigen veelhoek behoort. 

135. Het v^erkstuk: Een vierkant te construeeren, welks oppervlak 
geltjk is aan dat van een gegeven cirkel, wordt gewoonlijk het vraag- 
stuk van de cirkel-kwadratuur genoemd. 

Het behoort tot die vraagstukken, welker oplossing reeds ten 
ttjde der Grieken herhaaldelijk beproefd is. In den laatsten tlJd is door 
verschillende wiskundigen bewezen, dat het een onoplosbaar werkstuk 
is, d. w. z. dat het onmogelflk is, met behulp van passer en liniaal 
alleen j een oplossing er voor te vinden. 

Wel kan men, uitgaande van de benaderde waarde van het getal ^r, 
de ztjde van het vierkant tot in een groot aantal decimalen nauwkeurig 
berekenen, en daarna met behulp van passer en liniaal die z^jde zoo 
nauwkeurig mogeiyk construeeren. 

Zoo vindt men b.v. de zflde van het vierkant x stellende 
x^ = 7tB.^, dus xz=i'Ryj7tf 
of 

x = 1, 77245... R. 

De riauwkeurigheiid van deze constructie is echter zeer gering. 

Verscheidene wiskundigen hebben nu getracht eenvoudige con- 
structies aan te geven, waardoor met vrfl groote nauwkeurigheid de 
omtrek van een cirkel benaderd kan worden, als z^n straal gegeven 
is. Een der voornaamste is wel de volgende: 

Ztj M het middelpunt 
van den cirkel, en A B 
een middeliyn. Trek nu 
in B en A loodlflnen op 
AB en neem dan 



AC = 3R 



en 



LBMD = 30°. 
Dan is 

en, als DE||AB 
trokken wordt, 



ge- 




Fig. 273. 



C D* = D E^ + E C*, 

= 4 R2 -f- (A C — B D) *, 
= 4R^-4-(3R-iR\/'3)», 
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Derhalve komt 



CD = RX3,14153. 



zeer naby den halven cirkelomtrek. 

Om evenzoo een benaderde oplossing voor de cirkelkwadratuur te 
vinden, zt| in fig. 274 genomen AC=z:|R = BD, terwijl B D J_ A B is. 

Trekt men nu ook in C een lood- 
^ lyn op A B, die de rechte A D in E 

snijdt en maakt men E F = | R, dan 
is het vierkant, op BF beschreven, 
een vrt) nauwkeurige benadering voor 
het oppervlak van den cirkel. Want 
men vindt gemakkelijk 

CE = iBD=3VR,CFz=/^R, 

dus 




Fig. 274. 



BF* = BC*4-CF* = (|R)*-h(^R)^ 
= ffHR^ = 3,14160 R». 



Vraagstukken. 

529. Bepaal het aantal graden van den boog van een cirkel, die 
even groot is als de straal. 

530. Bepaal den straal van een cirkel, waarin de lengte van den 
boog, bil een ziJde van den regelmatigen tienhoek behoorende, gelijk 
is aan den omtrek van een regelmatigen vyfhoek, beschreven in een 
cirkel met 4 dM. straal. 

531. Bepaal het oppervlak van een regelmatigen tienhoek, beschre- 
ven in een cirkel, waarvan de straal 4 dM. bedraagt. Eveneens dat 
van den in denzelfden cirkel beschreven regelmatigen vflftienhoek. 

532. Hoe groot is het oppervlak van een regelmatigen zestienhoek^ 
waarvan de ziJde 8 dM. bedraagt? 

533. Laat men uit een willekeurig punt binnen een regelmatigen 
w-hoek loodliJnen neer op de zijden, dan is de som dezer loodltjnen 
gelijk aan het w-voud van het apothema van den veelhoek. 

534. Bereken den straal van een cirkel, wiens oppervlak gelijk is 
aan dat van een regelmatigen achthoek, die in een cirkel met den 
straal R beschreven is. 

535. Hoe groot is de straal van een cirkel, waarvan de omtrek in 
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M. en het oppervlak in vierkante dM. door hetzelfde getal voorgesteld 
worden. 

536. Bepaal het oppervlak van een cirkelsector, behoorende by een 
middelpuntshoek van 45°, en vviens omtrek gelyk is aan dien van een 
regelmatigen vierhoek, in een cirkel met 1 dM. straal beschreven. 

537. Bereken het oppervlak van een cirkel segment, dat van een 
cirkel met 4 dM. straal afgesneden vvordt door a^^. 

538. De middelpuntshoek van een cirkelsegment bedraagt 60°, 90°, 
45°, 72°. Bepaal zyn oppervlak, als de straal van den cirkel r dM. is. 

539. Bevrtis, dat de inhouden van twee cirkelsegmenten, wier bogen 
evenveel graden bevatten, evenredig zfln met de vierkanten der stralen. 

540. Een cirkel te construeeren, wiens omtrek gelyk is aan de som 
der omtrekken van drie gegeven cirkels. 

541. Een cirkel te construeeren, wiens oppervlak geiyk is aan de 
som der oppervlakken van drie gegeven cirkels. 

542. Een cirkel door twee concentrische cirkels in drie gelijke deelen 
te verdeelen. , 

543. Men beschrijft in een gegeven cirkel een regelmatigen achthoek, 
in dezen opnieuw een cirkel, in den laatsten cirkel opnieuw een regel- 
matigen achthoek en gaat zoo tot in het oneindige voort. 

Bepaal de som der oppervlakken van al die cirkels, als de straal 
van den gegeven cirkel R is. 

544. Een cirkel te construeeren, welks oppervlak zich verhoudt tot 
dat van een gegeven cirkel als twee gegeven rechten. 

545. Gegeven een halve cirkel, op A B als middellfln beschreven, met 
het middelpunt M. Op AM en MB als middellflnen beschrijft men 
opnieuw halve cirkels en daarna construeert men een cirkel, die de 
drie cirkels raakt. Hoe groot is het oppervlak van dien cirkel? 

546. De gemeenschappeiyke koorde van twee cirkels bedraagt a cM. 
Als deze koorde in den eenen cirkel de z^jde van den regelmatigen 
driehoek en in den anderen die van den regelmatigen tienhoek is, be- 
paal dan het oppervlak, dat de cirkels gemeen hebben. 

547. In een cirkelsector, wiens straal 2 dM. is, terwfll zfln boog 
77° bevat, wordt een cirkel beschreven. Hoe groot is het oppervlak 
van dien cirkel? 



Herhaling. 



548. In een gegeven cirkelsector een cirkel te beschrijven. 

549. Als van een driehoek twee ztjden 25 en 33 cM. bedragen en 
de ingesloten hoek 60° groot is, hoe groot is dan de straal van den 
omgeschreven cirkel? 
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550. Als van een driehoek twee zijden 18 en 23 cM.. bedragen en 
de hoek over de laatste z^de 60^ bedraagt, hoe groot is dan de straal 
van den ingeschreven cirkel? 

551. Een driehoek te beschrijven, als de basis en de hoogte gegeven 
zyn, terwyi de som van de vierkanten, op de beide opstaande zijden 
beschieven, geiyk moet z^jn aan een gegeven rechthoek. 

552. Een driehoek te construeeren, als gegeven z\]n de lengten van 
twee zijden en van de bisectrix van den ingesloten hoek. 

553. De cirkel, die door de middens der zijden van een driehoek 
gaat, snijdt de zijden bovendien in de voetpunten der hoogtelijnen. 
Ook deelt die cirkel de stukken der hoogtelijnen, gelegen tusschen de 
hoekpunten van den driehoek en het hoogtepunt, middendoor (Negen- 
puntscirkel). 

554. Het middelpunt van den negenpuntscirkel van een driehoek is 
het midden der rechte, die het hoogtepunt van den driehoek met het 
middelpunt van den omgeschreven cirkel verbindt. 

555. Bereken de rechten, die het middelpunt van den ingeschreven 
cirkel van een driehoek, met de hoekpunten vereenigen, als de zijden 
20, 23 en 30 cM. bedragen. 

556. Bewijs, dat een driehoek een hoek van 30^ heeft, als de straal 
van den omgeschreven cirkel gelijk is aan een der zijden. 

557. Wat is de meetkundige plaats der middelpunten van alle 
cirkels, die een gegeven straal hebben en een gegeven cirkelomtrek 
middendoor deelen? 

558. Met een gegeven straal een cirkel te beschrijven, die door een 
gegeven punt gaat en een gegeven cirkel middendoor deelt. 

559. Hetzelfde vraagstuk, als de voorwaarde, dat de gevraagde 
cirkel door een gegeven punt gaan moet, vervangen wordt door 

a. het aanraken van een gegeven rechte of cirkel; 

b. het middendoor deelen van een tweeden gegeven cirkelomtrek. 

560. Wat is de meetkundige plaats van de middelpunten der cirkels, 
die twee gegeven cirkels middendoor deelen? 

561. Een cirkel te beschrijven, die drie gegeven cirkels midden- 
door deelt. 

562. Wat is de meetkundige plaats van de middelpunten der cirkels, 
die door een gegeven punt gaan en een gegeven cirkel middendoor 
deelen? 

563. Een cirkel te beschrijven, die een gegeven cirkelomtrek mid- 
dendoor deelt en door twee gegeven punten gaat. 

564. Een cirkel te beschrijven, die door een gegeven punt gaat, 
een gegeven rechte raakt en een gegeven cirkel middendoor deelt. 

565. Bewijs het theorema van Stewart voor de rechte A D, die den 
top A van een driehoek ABC met een punt D der basis verbindt, 
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door de rechte AD te verlengen, totdat ztj den omgeschreven cirkel 
van A A B C in E sntjdt en daarna E met B en C te vereenigen. 

566. De loodiynen, die uit de hoekpunten van een driehoek op de 
zijden van den voetpuntsdriehoek getrokken worden, gaan door één 
punt. Is dit een der merkwaardige punten van den driehoek? 

567. Als in een cirkel twee onderling loodrechte koorden getrokken 
worden, dan is de som van de vierkanten der vier stukken, waarin 
ztj elkander verdeelen, geltjk aan het vierkant der middelltJn. 

568. Als twee onderling loodrechte koorden AB en CD van een 
cirkel M elkander in E snijden, dan is 

A B« H- C D^ -f- 4 M E2 z=: 8 R2. 

569. De zjjden van een driehoek uit te drukken in 
a. zyn zwaarteiynen, 

&. ztjn hoogteltjnen. 

570. Bereken de rechten, die de hoekpunten van een driehoek ver- 
eenigen met de raakpunten van den ingeschreven cirkel op de over- 
staande zyden, als a, &, c de zyden van den driehoek zyn. 

571. Het middelpunt van den ingeschreven cirkel van een driehoek 
is het middelpunt van den omgeschreven cirkel van den driehoek, die 
ontstaat door de raakpunten van den ingeschreven cirkel met de zjjden 
te vereenigen. 

572. Construeer een driehoek, als de drie raakpunten van den inge- 
schreven cirkel met de zyden gegeven zyn. 

578. Als een willekeurig punt P met de hoekpunten A, B, C van 
een driehoek en met de middens A„ B„ Cj der zyden BC, CA, AB 
verbonden wordt, dan is 

P A^ H- P B2 -+- P C2 = P A,* -f. P Bi* H- P C,2 -h I (a^ -f- h^ -\- c*). 

574. Leid uit de vorige stelling af, dat, als Z het zwaartepunt van 
een driehoek ABC en P een willekeurig punt is, 

P A* -h P B' H- P C^ = 3 Z P2 -h 1 (a* H- &« -+- c*). 

575. Bewfls de vorige stelling ook direct. 

576. Vereenigt men een willekeurig punt van den om- of ingeschreven 
cirkel van een gelUkz^digen driehoek met de hoekpunten, dan heeft de 
som van de quadraten der vereenigingsltJnen een standvastige waarde. 

577. De meetkundige plaats te bepalen van de punten, waarvoor de 
som van de quadraten van de afstanden tot de hoekpunten van een 
gegeven driehoek standvastig is. 

578. Als P een willekeurig punt is, A B C D een willekeurigen vier- 
hoek voorstelt en S het snypunt der rechten, die de middens der 
overstaande zflden verbinden, dan is 

P A« H- P B« -h P C» -f P D^ =: 4 P S2 H- 1 (a^ 4- ö* H- c^ -h d*) 4- 
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Hierin ztjn a, &, c, d de zijden van den vierhoek, c en /" de diago- 
nalen, m en w de rechten, die de middens der overstaande ztjden ver- 
eenigen. 

579. Om een gegeven punt als middelpunt een cirkel te beschrijven, 
die een gegeven cirkel rechthoekig snQdt. 

580. Beschrijft men op de zflden van een driehoek ABC naar buiten 
vierkanten B C D E, C A F G en A B H I, dan staan de rechten D G, 
E H en F I loodrecht op de zwaarteltjnen Z A, Z B, Z C van den drie- 
hoek, terwfll de lengte van elk geltjk is aan het dubbel van die der 
zwaartelijn, waarop ztj loodrecht staat. 

581. Als twee cirkels M en N eikander rechthoekig snijden, dan 
gaat de poolltjn van elk punt A van den eenen cirkel M ten op- 
zichte van den anderen cirkel N door het tweede uiteinde der mid- 
dellijn A M. 

582. Beschrijft men een halven cirkel op de middellijn P Q en daarin 
een tweeden cirkel, die den eersten en bovendien diens middelltjn in 
R raakt, dan is PRxRQ geluk aan het dubbele product van de 
stralen der cirkels. 

583. Als drie rechten, uit de hoekpunten van een driehoek getrokken, 
door één punt P gaan, dan zullen drie lijnen, die door de middens 
der zijden evenwijdig aan de uit de overstaande hoekpunten getrokken 
rechten loopen, ook door één punt Q gaan. De punten P en Q liggen 
met het zwaartepunt Z van den driehoek op één rechte, zóó dat 
ZPzi=2ZQ. 

584. Als de diagonalen van een koordenvierhoek ABCD elkander 
in E snijden, dan is 

BE:ED = AByBC:ADxDC. 

585. Bewijs de eigenschap in N*^ 239 door gebruik te maken van 
het vorige vraagstuk. 

586. Als in een cirkel een vierhoek beschreven is, dan kunnen in 
denzelfden cirkel of in gelijke cirkels nog twee andere vierhoeken be- 
schreven worden, die met. den eersten de zijden gelijk hebben, zonder 
congruent te zijn. De zes diagonalen van deze drie koordenvierhoeken 
ziJn twee aan twee gelijk. 

587. Leid hieruit een bewijs af van N° 239 door op twee van de 
drie in den cirkel mogelijke koordenvierhoeken met gelijke zijden het 
theorema van Ptolemaeus toe te passen. 

588. In de zijden AB en BC van een gegeven driehoek de punten 
D en E zoodanig te bepalen, dat AD=:DE:=EC. 

589. Een rechte evenwijdig aan de basis van een driehoek te trekken, 
zoodat de som of het verschil der beide aan de basis grenzende 
stukken van de opstaande zijden gelflk is aan een gegeven lijn. 
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590. Gegeven een punt M en een cirkel, daarom beschreven, met 
den straal r. Als A een willekeurig punt is en men bepaalt op MA 
een punt Aj zoodanig, dat M A . M Aj = r*, dan heet A, het inverse 
punt van A ten opzichte van den cirkel M. 

M heet inversiecentrum, r heet inversiestraal. De meetkundige plaats 
der inverse punten van alle punten eener rechte of kromme heet de 
inverse figuur van die rechte of kromme. Te bewflzen: 

1^ Twee punten en hunne geïnverteerde liggen steeds op een 

cirkel. 
2® Zyn A en B twee punten op een zelfde, door M gaande, 
rechte gelegen, C een willekeurig punt buiten de rechte 
AB en z\jn A|, B| en Cj hunne inverse punten, dan is 

L Al Cl B^ = L A O B. 
3^. Liggen A en B niet op dezelfde, door M gaande, rechte, dan is 
L A, C, Bj = L A C B -I- L A M B. 

591. De inverse figuur van een willekeurigen cirkel O is èen cirkel, 
die in een rechte overgaat, als de cirkel O door het inversiecentrum 
M gaat. 

592. Den straal van den cirkel, door de inversie ontstaan, uit te 
drukken in dien van den gegeven cirkel O, den inversiestraal r en 
den afstand van het punt O tot het inversiecentrum. 

593. Het centrum van inversie is een der gelykvormigheidspunten 
van den gegeven cirkel en diens inverse figuur. 

594. Als twee cirkels of een rechte en een cirkel elkander sntJden, 
dan is de hoek, waaronder die snijding plaats heeft, gel^k aan dien, 
waaronder hunne inverse figuren elkander sntJden. 

595. Men vraagt de meetkundige plaats der punten, van waar twee 
gegeven cirkels onder gelijke hoeken gezien wórden. 

596. Van een geiykzydigen driehoek is gegeven de som van den 
omtrek en de hoogte. Gevraagd de constructie. 

597. Als men uit de uiteinden A en B van de basis van A A B C 
hoogteltjnen AD en BE trekt, dan is 

AB* = AC.AE-*-BC.BD. 

598. Ais CD een koorde is, evenwijdig met een middellyn AB van 
een cirkel, en P een punt van AB, dan is 

CP«H-PD* = AP*4-PB». 

599. In een gegeven cirkel evenwijdig met een gegeven middelen 
AB een koorde te trekken, die van uit een gegeven punt P van AB 
onder een rechten hoek gezien wordt. 
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600. Als op de zoden A B, BC, CA van een willekeurigen driehoek 
geltjkzydige driehoeken BCD, CAEenABF naar buiten beschreven 
worden, dan gaan de rechten A D, B E en C F door één punt. 

601. Ais om het hoekpunt A van een gegeven hoek een cirkel 
beschreven wordt en men laat uit een willekeurig punt P van dien 
cirkel loodltJuen op de beenen van dien hoek neer, dan zal de rechte, 
die de voetpunten dier loodltjnen vereenigt, een onveranderlijke lengte 
hebben, als P zich langs den cirkel verplaatst. 

602. Als een cirkel met standvastigen straal zich beweegt, terwijl 
hfl voortdurend door het hoekpunt A van een gegeven hoek biyft 
gaan, dan heeft de vereenigingsltJn van de twee snypunten van den 
cirkel met de beenen van den hoek een standvastige lengte. 

603. In een gegeven driehoek wordt een cirkel beschreven; even- 
wijdig aan de ztjde AB trekt men hieraan een raakltjn, die BC en 
AC in D en E snfldt. In A C D E handelt men op dezelfde wtjze en 
gaat tot in het oneindige hiermede voort. Gevraagd de som der 
oppervlakken van al deze cirkels. 

604. Trekt men in het hoekpunt A van een driehoek ABC een 
raakiyn aan den omgeschreven cirkel, die de overstaande z^jde in D 
snfldt, dan is DB : DCz= AB* : A C^ 

605. Beschrijft men op een rechte AB en op de stukken AC en BC, 
waarin deze door een willekeurig punt C verdeeld wordt, als middel- 
lonen naar dezelfde ztjde halve cirkels, dan is het oppervlak van de 
figuur, door de drie cirkels begrensd, geiyk aan den cirkel, die beschreven 
wordt op de loodiyn, in C op A B opgericht. 

606. Van een rechthoekigen driehoek vormen de zyden een gedurige 
evenredigheid. Als de straal van den ingeschreven cirkel gegeven is, 
vraagt men den driehoek te construeeren. 

607. Op de zijden A B en B C van een gegeven driehoek A B C de 
punten D en E zoodanig te bepalen, dat AD==:DE:=iEC is. 

608. Als in A A B C op de ztjden A B en B C punten D en E 
aangenomen worden, zoodat AD=iDE = EC, en P het middelpunt 
voorstelt van den aangeschreven cirkel van A B D E, die de zyde 
D E raakt, dan z^jn de hoeken APD, DPEenEPC gelyk. Bewys 
dit, druk elk dier hoeken uit in de hoeken van A A B C en leid 
hieruit een constructie af voor vraagstuk 606. 

609. Als R en r de stralen van de om- en aangeschreven cirkels 
van A A B C voorstellen en d de afstand hunner middelpunten is, 

dan is 

d^ = R* — 2 R r. 

610. Van een driehoek is gegeven de basis, de tophoek en de straal 
van den ingeschreven cirkel. Gevraagd de constructie. 

611. Van een rechthoekigen driehoek is gegeven de schuine zyde 
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en de zwaarteltjn naar een der rechthoekszijden. Construeer dezen 
driehoek. 

612. Van een rechthoekigen driehoek is gegeven de schuine zyde en 
de bisectrix van den rechten hoek. Construeer dezen driehoek. 

613. Verbindt men de zwaartepunten der vier driehoeken, waarin 
een willekeurige vierhoek door zfln diagonalen verdeeld wordt, dan 
vraagt men het oppervlak van den gevormden vierhoek in dat van 
den gegeven vierhoek uit te drukken. 

614. Als men uit het hoekpunt A van A ABC de hoogteen AD 
trekt en een willekeurig punt P dezer hoogtelyn met B en C ver- 
eenigt, welke rechten de ztjden AC en AB in E en F snijden, dan 
wordt L E D F door de hoogtelfln A D middendoor gedeeld. 

615. In een gelgkzydigen driehoek een anderen te beschrflven, waar- 
van de zjjden loodrecht staan op die van den gegeven driehoek. 

616. Een vierhoek te construeeren, als gegeven ztJn de diagonalen, 
twee overstaande ztJden en de rechte, die de middens van de beide 
andere overstaande zyden verbindt. 

617. In een cirkel worden een koorde en de grootste der daarby 
behoorende bogen door twee stralen beide in drie gelyke deelen ver- 
deeld. Bereken de lengte der koorde, als de straal van den cirkel r is. 

618. Door een gegeven punt een rechte te trekken, die van een 
gegeven hoek een driehoek van gegeven omtrek afsnjjdt. 

619. Een rechte te trekken, die van twee gegeven hoeken driehoeken 
van gegeven omtrek afsnijdt. 

620. Een rechte te trekken, die van een gegeven hoek een driehoek 
van gegeven omtrek afsnjjjdt en waarvan een gegeven cirkel een ge- 
geven koorde afsnijdt. 

621. Als men uit het snijpunt der diagonalen van een koorden- 
vierhoek loodltjnen op de vier zflden trekt, dan ztJn de voetpunten 
de hoekpunten van een vierhoek, waarin een cirkel beschreven kan 
worden. Het snijpunt der diagonalen van den eersten vierhoek is het 
middelpunt van dien cirkel. 

622. Als men in een driehoek A B C de hoogtelijnen AD, B E en CF 
trekt en uit een der voetpunten, b.v. D, loodlijnen D P en D Q op A B 
en AC neerlaat, dan is PQ evenwijdig met E F en gelijk aan den 
halven omtrek van A D E F. 

623. De cirkels, die door het hoogtepunt van een driehoek en door 
twee zijner hoekpunten gaan, zijn gelijk aan den omgeschreven cirkel 
van den driehoek. 

624. In een ruit, waarvan de zijde a en een der hoeken 60° is, 
wordt een cirkel beschreven. Bepaal de grootte der segmenten, die 
van dezen cirkel door de vereenigingslijnen der raakpunten afgesneden 
worden. 
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625. In een gegeven cirkelsector een driehoek te beschrijven, die 
gelijkvormig is met een gegeven gelvjkbeenigen driehoek. 

626. In een gegeven cirkelsegment een vierkant te beschrijven. 

627. De ztjde van het vierkant, in een cirk^lsegment beschreven, uit 
te drukken in de koorde en den straal van den cirkel. 

628. Als een rechte hoek om z^jn hoekpunt F draait en de twee 
beenen sntjden een vasten cirkel O in de veranderlijke punten A en B, 
dan is de meetkundige plaats van het midden der koorde A£ een 
cirkel, om het midden van OP beschreven. 

629. Als A en B twee punten zfln en men trekt uit A een lood- 
Ifln AP op de poolljjn van B ten opzichte van een gegeven cirkel M 
en uit B een loodlvjn B Q op de pooUijn van A, dan isMA.BQ = MB.AP. 

630. Gegeven twee punten A en B, a^n dezelfde zyde van een rechte 
P Q gelegen. Gevraagd op P Q het punt te bepalen, waarvoor <ie hoek, 
waaronder A B gezien wordt, zoo groot mogeltjk is. 

631. Men beschrijft op een rechte A B als middelltjn een cirkel M 
en daarna een cirkel O, die den cirkel M en de middellfln A B raakt. 
Als nu twee raakl\Jnen van O loodrecht op AB getrokken worden, 
dan wordt AB verdeeld in drie stukken, zoodanig dat het product 
der uiterste stukken gelijk is aan het vierkant van den straal van 
den cirkel O. 

632. Als AB de middellijn van een cirkel O is, en twee koorden 
AC en BD elkander in P sneden, dan zal de cirkel, om AP CD be- 
schreven, den cirkel O rechthoekig snyden. 

633. De rechten, die een der hoekpunten van een driehoek met de 
middelpunten der om- en ingeschreven cirkels verbinden, vormen een 
hoek, die geiyk is aan het halve verschil der hoeken, aan de beide 
andere hoekpunten gelegen. 

634. Gevraagd de meetkundige plaats van de hoogtepunten, behoorende 
bfl alle driehoeken met dezelfde basis en gelyken tophoek. 

635. Gevraagd de meetkundige plaats van de middelpunten van den 
negenpuntscirkel, behoorende by alle driehoeken met dezelfde basis 
en geiyken tophoek. 

636. Trekt men door het punt van Lemoine van A A B C een rechte 
evenwydig met A B, die B C en A C in a en b' snydt, evenzoo een 
rechte evenwijdig met CA, die A B en BC in c en a' snfldt, eindeiyk 
een rechte evenwydig met BC, die C A en A B in & en c' ontmoet, 
dan zyn b' c, c' a, a' b antiparallel met BC, CA, A B en b' c=. 
c' a = a' b, 

637. De zes snypunten van de drie rechten, door het punt van 
Lemoine K evenwijdig aan de zyden getrokken, met de drie zyden 
liggen op een cirkel, welks middelpunt het midden is van de lyn, die 
K met het middelpunt van den omgeschreven cirkel verbindt. 
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638. De zes rechten, die de hoeken van den driehoek, gevormd door 
de middens der zflden van een driehoek ABC, en hunne nevenhoeken 
middendoor deelen, zfln de machtiynen der ingeschreven en aangeschreven 
cirkels van den driehoek ABC, twee aan twee genomen. 

639. Is I het middelpunt van den ingeschreven cirkel van A AB C, I« dat 
van den aangeschreven cirkel, die B C raakt, dan is A I . A Ia = A B . A C. 

640. Als r„ rj, r^ de stralen zijn van drie cirkels M„ Mj, Mg, die 
twee aan twee genomen, dezelfde machtltjn hebben, dan is 

r^ . Mj M, — r>j . M3 M, -f- r\ . Mj M, =1 Mj Mj . M, M3 . Mj M3. 

641. Als M, N, O drie cirkels zfln, die, twee aan twee genomen, 
dezelfde machtiyn hebben, clan is de verhouding der machten voor 
elk punt van een dier cirkels ten opzichte van de beide andere 
standvastig. 

642. Gevraagd de meetkundige plaats van de zwaartepunten der 
driehoeken, die op dezelfde basis staan en gelijken tophoek hebben. 

643. Zyn ^|, l^, l^ de loodiynen, uit het middelpunt van den omge- 
schreven cirkel van A A B C op de ztjden a, &, c neergelaten, dan is 

a /, H- & Zj -f- c Zj = 2 Opp. A A B C, 

644. By dezelfde onderstelling is, als R de straal van den omge- 
schreven cirkel voorstelt^ 

& Z3 -I- c Zj = R a, c Zj -h a ^3 = R ö, a Zj -f- & ^1 = R c. 

645. Als op de zyden van een driehoek naar buiten vierkanten be- 
schreven worden, dan zal het oppervlak van den driehoek, gevormd 
door de middelpunten dier vierkanten, geltjk z^jn aan dat van den oor- 
spronkeiyken driehoek, vermeerderd met het achtste deel van de som 
der vierkanten. 

646. Als een rechte zich zoo beweegt, dat twee vaste elkander 
sntJdende cirkels twee harmonisch toegevoegde puntenparen er op be- 
palen, dan is de meetkundige plaats van de middens der beide van 
die rechte afgesneden koorden een cirkel. 

647. Bereken de afstanden van het punt van Lemoine tot de hoek- 
punten van den driehoek, uitgedrukt in de zijden. 

648. Als een der diagonalen van een koordenvierhoek door de andere 
diagonaal gehalveerd wordt, dan is het vierkant van de laatste gelyk 
aan de halve som van de vierkanten der zijden. 

649. Een gelijkzijdigen driehoek te beschrijven, als de hoekpunten 
op drie willekeurig gegeven evenwijdige rechten liggen moeten. 
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650. Een driehoek te constnieeren, a]s gegeven ztjn de basis, de 
hoogte en het verschil van de hoeken aan de basis. 

651. Door een gegeven punt P een- rechte te trekken, die debeenen 
van een gegeven hoek in twee punten A en B sntjdt, zoodanig, dat 
PAXPB geiyk is aan een gegeven vierkant. 

652. Verbindt men een punt van den omgeschreven cirkel van een 
geiykzydigen driehoek met de drie hoekpunten, dan is de middelste 
verbindingsIQn geiyk aan de som der beide andere. 

653. Laat men uit een willekeurig punt C van een cirkel een loodlfln 
CD neer op de middellön AB en trekt uit het voetpunt D dezer 
loodiyn een rechte naar het midden E van den boog AB, dan is 

2 (C D* -*- D E«) = A B*. 

654. Construeer een driehoek, waarvan de basis en de hoogte ge- 
geven z\]n en waarin de eene hoek aan de basis het dubbele is van 
den anderen basisboek. 

655. Als op de zyden AC, CA, AB van een driehoek punten A,, 
Bi, C| aangenomen worden, dan zullen de drie cirkels, om de drie- 
hoeken AB|Ci, BC, A„ CA, B| beschreven, door één punt O gaan. 

656. Indien by het vorige vraagstuk de punten A,, B„ C, zoodanig 
aangenomen worden, dat A A, B, C, co A A B C is, terwfll A, B, C 
achtereenvolgens gelykstandig zyn met B,, C„ A, of met C„ A„ Bi, 
dan is het punt O van het vorige vraagstuk een der punten van 
Brocard van A A B C en tevens ook van A A, B, C,. In dat geval 
is O het homöthetisch centrum (zie vr. 424) van gelijkvormige figuren, 
op AC en B,A, geconstrueerd. 

657. In een gegeven driehoek ABC een daarmede gelflkvormigen 
driehoek te construeeren, waarvan een der hoekpunten (op een der 
zjjden van A A B C gelegen) gegeven is. 

658. In een gegeven driehoek ABC een daarmede gelükvormigen 
driehoek te construeeren, waarvan een der zyden door een binnen 
A A B C gegeven punt gaan moet. 

659. In een gegeven driehoek een anderen driehoek te beschrtjven, 
waarvan de zyden evenwy^ig ztjn aan drie gegeven rechten. 

660. Is O het punt van Brocard, waarvoor 

LOAB=:LOBC=LOCA, 

dan verhouden zich O B en O C als de stralen der cirkels, om de 
driehoeken AOB en OBC beschreven. 

661. De straal van den cirkel, in de figuur, btj het vorige vraag- 
stuk behoorende, om A O A B beschreven, is gelijk aan ac:2hcf als hc 
de hoogtelyn op de zyde c voorstelt. 

662. De afstanden van het punt O van Brocard van het vorige 
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vraagstuk tot de drie zyden a, b, c van den driehoek verhouden zich 
als c^a:a^b:b*c, 

663. De twee punten van Brocard, by een driehoek behoorende, ziJn 
isogonaal verwant ten opzichte van den driehoek. 

664. Laat men uit een punt van den omgeschreven cirkel van een 
driehoek loodlynen op de z\Jden neer, dan liggen de voetpunten dier 
loodltjnen op één rechte (rechte van Simpson). 

665. Als twee cirkels M; en N elkander in O raken en men uit een 
punt P, dat zoodanig gelegen is, dat van P uit de stralen M O en N O 
onder geltJke hoeken gezien worden, raaklynen P Q en PK aan de 
cirkels trekt, dan is P O* = P Q X P K. 
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136. By de bespreking der eigenschappen 146 en 150, maar vooral 
bfl N^s 238 en 239 is reeds gebleken, dat het mogeltjk is door een 
eenvoudige redeneering te besluiten, dat voor het bewflzen van een 
algebraïsche betrekking het trekken van een of andere hulplijn nood- 
zakelijk is. 

In het volgende geven wfl nu nog eenige andere voorbeelden, hoe 
men door eenvoudige beschouwingen tot nieuwe bewijzen voor reeds 
bekende eigenschappen geraken kan, om met de mededeeling van een 
eigenschap der deeliyn van een hoek van een driehoek te besluiten. 

Hier volgen de afleidingen van twee bewezen van het theorema 
van Pythagoras: 

Gegeven : L B A C = 90°. 

^ Te bewözen : A B* -h A C* = B C^ 

Eerste bewqs: Schrijven wU de eigenschap 
in den vorm eener gelijkheid van twee pro- 
ducten, aldus 

AB» = B0*--AC* = (BC4-AC)(B0 — AC), 

en construeeren wtj de som en het verschil, 
in het tweede lid voorkomende. Daartoe be- 
schrijven wij dus om C een cirkel met AC 
als straal, die B C na verlenging in D en £ 
snijdt. Dan is nog te 'bewijzen 

AB2=iBExBD (l) 




.-<«: 



Fig. 275. 



Maar de cirkel C zal volgens N<^ 85 AB tot raaklfln hebben en 

volgens N° 211 is dus de betrekking (1) geldig. 

Ook zou men (L) in den vorm eener evenredigheid kunnen brengen, 

aldus 

BE:AB = AB:BD 

en dan verder de gelijkvormigheid van AABE en AABD zonder 
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toepassing van stellingen, die op den cirkel betrekking hebben, kunnen 
bewyzen. 

Tweede bewjjs: Men kan ook de stelling 
aldus in den vorm eener gelijkheid van twee j 
producten brengen 



AB( AB-f- 



AB 



)= 



BC^ 



(2) 



Zal nu het bewfls een eenvoudige gedaante 

AC2 
verkregen, dan moet de vorm — — een rechte 

A B 

voorstellen, die in het verlengde van AB ligt 

Stel dus 

AC^ 

= een rechte in het verlengde van A B, 



A '— 




AB 



Fig. 276. 



Of 



A B : A C zzi A C : een rechte in het verlengde van A B . . . (3) 



Deze evenredigheid zal juist zyn, als A ABC gelijkvormig is met 
een driehoek, gevormd uit AC en het verlengde van AB. Noem dit 
verlengde A X, dan moet AABCco AACX z^n. Uit de evenredigheid 
(3) volgt dan, dat de hoek over A C in A A B C gelijk moet ztjn aan 
dien over A X in AACX, dus LABC=LACX. Construeert 
men de hulpljjn CX overeenkomstig deze voorwaarde, dan is inder- 
daad AABCcoAACX en de betrekking (2), die bewezen moet 
worden, kan dus ook aldus geschreven worden 

A B (A B -f- A X) = B CS 
of 

AB:BC = BC:BX. 

Dit volgt nu direct uit de gelijkvormigheid der driehoeken A B C en 
B C X, die namelijk L B gemeen hebben, terwijl beide rechthoekig 
zyn; want 

LBCX=LBCA-|-LACX, 

z:zLBCA4-LABC — 90°. 

Opmerking: Door de stelling in den vorm te schrijven 

ab« = bc(bc-|^), 

en nu denzelfden gedachtengang toe te passen, geraakt men tot het 

in § 91 medegedeelde bewys. Dan heeft men in het oog te houden, 

AC* 
dat — — - nu een stuk van B C zyn moet. 
B C 

Wy gaan nu over tot de projectiestelling: 
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Tq fig. 277 moet dus bewezen worden, dat 



BC*-f-2ABXBD 



C/ 




a 



Wanneer men destelling 
in de gedaante schrijft 

AC*— BC*=i 
AB»-4-2ABXBD, 

dan kan elk der leden 
onraiddelltjk als een pro- 
duct van twee factoren 
geschreven worden: 

. . (1) 



Fig. 277. 

( A C — B C) (A C + B C) = A B (A B -f- 2 B D) 

Beschrijf dus, ten einde de in het eerste lid voorkomende som en 
het verschil in de figuur aan te geven, om O een cirkel met B C als 
straal, die AC (na verlenging) in E en F sntjdt, zoodat 

AF = ACh-BC en AE = AC — BC. 

Dezelfde cirkel snyde A B of haar verlengde nog in G; daar A C B G 
geltjkbeenig is, is dan B D = D G, dus 

AG = AB + 2BD. 

De vergelijking (1), die nog bewezen moet worden, neemt dus den 
vorm aan: 

AEXAF = ABXAG, 

en dit is waar volgens N*^. 210. 

137. Eindelijk volgt hier de eigenschap der bisectrix: 
Het vierkant van de bisectrix van een hoek in een driehoek is gelijk 
aan het product der omliggende zijden, verminderd met het product 
der stukken, waarin de basis door de bisectrix verdeeld wordt. 

öegeven : LABD=-LDBC. 
Te bewijzen: 

D B* = A B X B C — A D X D C. 
Afleiding van een bewys: 
Wij schrijven de eigenschap in den vorm 
ADXDC> 




B 



D (bD 



BD 



A B X B C. 



Fig. 278. 



Opdat het bev^ijs nu een eenvoudige ge- 

ADXDC. ^ , 
daante verkrijge, moet — — zr — mhetver- 
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lengde Tan £D vallen. Verder moet dan de evenredigheid bestaan 

B D : A D = D C : het verlengde van B D . . . . (1) 

dus A B D C moet gelijkvormig ztjn met een driehoek, gevormd uit 
AD en het verlengde van BD. Dezen laatsten noemen wg ADX. 
Opdat nu A B D C co A A D X ztj, is volgens (1) noodig, dat de hoek 
over D C in A B D C geiyk zy aan dien over D X in A A D X. 

Men beginne dus in A een hoek DAX te construeeren, die gelflk 
is aan LD BC en verlenge BD, totdat zfl AX sntjde. Dan bestaat 
werkelt)k de evenredigheid 

BD:AD = DC:DX, 

en men heeft nu dus nog te bewezen 

BD(BD-|-DX) = ABXBC, 
of 

BD:AB = BC:BX, 

d. i. men moet nog aantoonen, dat A C B D co A A B X is. Dit volgt 
onmiddellijk uit de gelijkheid van de hoeken CBD en ABX en van 
LBCD en LAXD. Tot deze laatste gelijkheid kan men namelflk 
uit de driehoeken B D C en ADX, die de twee andere hoeken geiyk 
hebben, besluiten. 

Opmerking : Dikw^ls vindt men de figuur ook aldus samengesteld : 
Beschrijf ©©n cirkel om A A B C, die het verlengde van B D in X 
snijdt en vereenig dan X met A. Men ziet gemakkelijk in, dat de zoo 
verkregen figuur met fig. 278 zal overeenstemmen, want dan is 
evenzeer LXAD=LDBC, omdat beide op den boog XC staan. 

Tracht men de stelling op een andere wijze in den vorm van twee 
producten te schrijven, dan geraakt men niet tot een nieuw bewijs. 



VraagstTikken. 

Leid bewijzen voor de volgende eigenschappen af: 

666. Als in driehoek ABC L B = 2 L A is, dan is 

AC» = BC*-t-AB.BC. 

667. Het product van de loodlijnen, uit een willekeurig punt van 
een cirkel op twee raaklijnen neergelaten, is gelijk aan het vierkant 
van de loodlijn, uit hetzelfde punt neergelaten op de rechte, die de 
raakpunten verbindt. 

668. Als men uit een punt van den omtrek van een cirkel lood- 

I. 18 
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lUnen neerlaat op de vier zijden en op de diagonalen van een daarin 
beschreven vierhoek, dan is het product van de loodignen op twee 
overstaande zyden gelijk aan het product van de lood]\jnen op de 
beide andere z\jden en ook geiyk aan het product der loodl^nen op 
de diagonalen. 

669. Laat men uit het middelpunt O van een cirkel een loodl\jn O A 
neer op een willekeurige rechte en trekt men uit A en een willekeurig 
ander punt B dier rechte raakl\jnen aan dien cirkel, dan is A B^ gelQk 
aan het verschil van de quadraten dier raakl\jnen. 

670. Beschrijft men een cirkel, die door de hoekpunten A, B en I> 
van een parallelogram ABGD gaat, en de diagonaal AC in E sn\jdt, 
dan is 

A B* + A D* = A C X A E. 

671. Is I het middelpunt van den ingeschreven cirkel van A ABC 
, en zjyn r en B de stralen van den in- en den omgeschreven cirkel, dan is 

lAXIBX IC = 4Kr*. 
Bewtjs deze stelling door het gestelde in den vorm te schreven 

IBXIC = 2r ^4^. 
IA 

672. Neemt men twee willekeurig geplaatste gelflkbeenige drie- 
hoeken met geljjke opstaande z^den en beschryft men om het midden 
der bases A B en CD van elk dier driehoeken cirkels, dan kunnen 
deze cirkels twee punten gemeen hebben. Als men uit een dezer snö- 
punten P loodiynen P Q en P R op A C en B D trekt, dan is 

QA*-|-RB* = QC*-|-RD*. 

673. Als op AB als middellfln een cirkel beschreven en een wille- 
keurig punt P binnen den cirkel met A en B verbonden wordt, welke 
rechten den cirkel in C en D sneden, dan is 

APXAC-|-BPXBD = AB*. 
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HAKMONISCHE STRAALBÜNDELS. DÜBBELVERHOUDINa 
VAN VIER PUNTEN EN VIER STRALEN. 

138. W\j zullen allereerst de eigenschappen van vier harmonische 
punten, die wfl in §§ 76 en 82 ten deele behandelden, meer volledig 
onderzoeken. 

Eigensohap 271. Zijn C, D twee harmonisch verwante punten tot 
K enBj dan is 

ab~ac"^ad' 

Want volgens de bepaling van 

de harmonische ligging van vier j^ 
punten is 

CB_DB 

ca~da' 

dus 



1 H- 

C B 

Fig. 279. 

BA — CA DA — BA 



CA 



DA 



of de deeling uitvoerende 



BA BA_ 

ca"^da-^' 



en hieruit volgt het gestelde onmiddellijk. 
SchrtJft men deze -eigenschap in den vorm 

J !___! 1_ 

AB AC~AD AB' 

dan bltJkt onmiddeliyk, dat de getallen -— » •—- » 7-:=: een rekenkun- 

A O A B AD 

dige reeks vormen. 

Uit Eigenschap 271 kan het volgende besluit getrokken worden: 

Als de punten A en B onveranderlttk bltjven, maar D zich langs het 
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verlengde yan A B verplaatst, dan zal G zich op A B moeten verplaatsen 
en wel zoo, dat als D met B samenvalt, dan wordt 

d. i. C zal ook met B samenvallen. 

Wordt nu A D grooter, dus -— - kleiner, dan zal wegens N* 271 

A D 

•— r grooter en dus A C kleiner moeten worden. 
A C 

Komt D op oneindigen afstand op het verlengde van AB, dan 

nadert --— tot nul: derhalve moet --- tot ----, en dus AC tot -— - 
AD AC AB 2 

naderen. Hieruit volgt, dat men de twee uiteindsn eener rechte^ het 

midden van die rechte en een punt op oneindigen afstand in haar als 

een bijzonder geval van vier harmonische punten beschouwen kan. 

Komt C dichter bfl A dan bö B te liggen, dan zal het vierde har- 
monische punt D op het verlengde van BA aan de z^jde van A 
moeten liggen. 

Eigensohap 272. Zijn C en D twee harmonische punten tot A en 
B, en is M het midden van AB, dan is MB middelevenredig tusschen 
UCenUD. 

^ CB DB ^ „ „^ 

Gegeven: PTT^^fTT' ^^ = ^^' 

\j A. jJ A. 

Te bewijzen: 



of 



M C B D MB* = MCXMD. 

Bew^s: Uit het gegevene 
Fig. 280. ^^jigt 

CBxDA = OAXDB, 



(M B — M C) (M B + M D) = (M B + M C) (M D — M B), 
en na uitwerking en deeling door 2 

MB» = MCXMD. 
Ook hieruit volgt gemakkelijk, hetgeen omtrent de ligging van vier 
harmonische punten is medegedeeld. 

Eigensohap 278. Zijn G en B twee harmonische punten tot A en 
B, dan zijn A en B ook harmonisch tot C en D. 

CB_DB 
CA~DA 
AC_BC 
AD"~BD 



Gegeven : 
Te bewijzen: 
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Het gestelde volgt onmiddeliyk uit het onderstelde door toepassing 
eener eigenschap omtrent de verwisseling Van termen in een even- 
redigheid. 

139. De rechte, waarop vier harmonische punten gelegen zijn, wordt 
de drager dier punten genoemd. 

Vereenigt men vier harmonische punten met een punt buiten den 
drager, dan ontstaat een harmonische straalbundel, die weder 
uit twee paren van stralen bestaat, waarvan elk paar harmonisch is 
tot het andere. 

De stralen van één paar heeten, aan elkander toegevoegd. 

Men ziet onmiddellijk de juistheid in van de volgende eigenschap : 

.Eigenschap 274. In elk hoekpunt van een voUedigen vierhoek vormen 
de beide daarin uitkomende zijden, 
mst de diagoTuwl en de rechte, die 
dat hoekpunt met het snijpunt der 
beide andere diagonalen verbindt, 
een harmomschen straalbundeL 

In fig. 156 zyn b. v. de stralen 
E F en E a harmonisch tot EA 
en ED. 

De voornaamste eigenschappen 
van een harmonischen straalbundel 
zjtjn de volgende: 

Eigenschap 275. Op een willekeurige rechte, evenwijdig aan een 
der vier stralen van een harmoniscJien straalbundel getrokken^ worden 
door de drie andere (of hare verlengden) twee gelijke stukken af gemeden, 
CB DB 




Fig. 166. 



Gegeven : 



7TT = ^'QS||PA. 



CA"" da' 
Te bewijaen: QR = RS. 
Bewtjs: Trekt men door B een 
rechte Q'S'||QS, danisin A APD, 
waarin B Q' 1 1 AP is, volgens N» 139 

BQ^_DB 
AP ~DA' 

en in A A P C met de rechte 
BS' II AP is 

B S' _ C B 
AP~CA- 

Ten gevolge van het onderstelde 
volgt hieruit onmiddelltjk 

BS' = B 
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Nu is echter, volgens N^ 149 

SK:RQ = BS':BQ' 

Q R = S R. 
Eigensohap 276. Een harmonische straalbundel wordt door elke 



en dus 




snijlijn in vier harmonische punten gesneden. 

Gegeven : 

^ CB_DB 

CA~DA* 

Te bewijzen: 

Bewijs : Men trekke door een 
der punten A', B', C', D' een 
rechte, evenwfldig aan den straal, 
die tot den door dat punt gaan- 
den straal toegevoegd is, b. v. 
door B' een rechte || A'P. Zt)n 
nu Q en R de snijpunten dier rechte met de beide andere stralen, dan 
is volgens N* 275 

B' Q = B' R. 

Maar in A A' P C' met de evenwijdige B' Q heeft men volgens N° 139 

en evenzoo is in A A' P D' met de evenwfldige B' R, 

FR_D^' 
A'P~D^A?' 

en omdat de eerste leden van deze twee vergelUkingen gelQk zijn, 
is dus 

C^'_D'B' 

C^A/~D^A/' 

Eigensohap 277. Als twee toegevoegde stralen van een hamumischen 
straalbundel loodrecht op elkander staan, dan deelen zij den hoek 
tusschen de beide andere toegevoegde stralen en diens nevenhoek mid- 
dendoor. 

Gegeven: PA, PB, PC, PD zfln vier harmonische stralen; 

P C _L P D. 
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Te bewtjsen: 

L APC=LBPC. 
Bew^'s: Trekt men 

QS||PD, 

dan is volgens N* 275 

QR = RS, 

en bovendien is dan volgens • 
het gegevene 

PRJ_QS. 

Dus is volgens N* 58 A Q P S geiykbeenlg en volgens N® 56 is 

, LQPR=LRPS. 

Eigenschap 278. Bij twee harmonische strcdenparen is de verhou- 
ding der afstanden van willekeurige punten van twee toegevoegde 
stralen tot de heide andere toegevoegde stralen dezelfde. 

Bewys: Dat de verhouding 
der afstanden van een wille- 
keurig punt van één straal 
PC tot twee andere stralen 
PA en PB voor alle punten 
van dien éénen straal dezelfde 
waarde heeft, is reeds in N* 
144 bewezen. Wy hebben dus 
nog slechts te bewezen, dat 
de verhouding der afstanden 
van een punt van PC tot de 
stralen PA en PB gelflk is 
aan de verhouding der afstan- 
den van een punt van PD tot diezelfde stralen PA en PB. 




Gegeven : 



Te bewezen: 



PA, PB, PC, PD zyn vier harmonische stralen. 
QQi en RRj J_PA, 
QQ, en RRj_LPB. 






R R| 
R Rj 



Bew^'s: Trekt men QR, welke rechte de stralen PA en PB in 
G en H snijdt, dan ztjn volgens N* 276, Q, R en G, H twee har- 
monische puntenparen, dus 
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^=^ (1) 

GR HR ^ ' 

Maar uit het gegevene volgt, dat QQ|||RR, en QQJIRR, is. 
Dub is in A ÖRRj, waarin QQJIRRi loopt, 

QQ_QQi. 

gr""rr/ 

en in AHRR,, waarin QQ,||RRj is, 

HQ_QQ4 
MR R Rj 

In verband met (1) kan men dan onmiddellijk tot de juistheid van 
het gestelde besluiten. 

Men is gewoon by vier stralen zooals in fig. 284 de verhouding 
der loodlflnen, uit een punt van P C op P A en P B neergelaten, 
negatief te noemen en rekent daarentegen de verhouding dier lood- 
mnen voor een willekeurig punt van PD positief. 
Dit houde men b]] de volgende § steeds in het oog. 

140. Voor vier harmonische pun- 
J[ Q ^ j) ten A, B, C, D op een drager is 

CB DB 
Fig. 286. CA = DA' 

Liggen de punten A, B, G, D willekeurig op den drager, dan zal de 
ongelijkheid bestaan 

CB DB 

CA * DA 

Men kan dit ook aldus uitdrukken: Voor vier harmonische punten 
A, B, C, D is 

CB ^_. 
CA ' DA""" ' 

of, als men tevens op de richting der lynen let, 

CB 5J5__ 
CA * DA~ ' 

voor vier andere punten zal de ongelijkheid bestaan: 

CB 5B 

CA *• DA* 

CB DB 
De waarde, die de samengestelde breuk --- : -— - voor die vier 

UA DA 

punten heeft, daarbtj op de richtingen der lynen lettende, wordt de 

dubbelverhouding der vier punten genoemd. 
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Verkort duidt men deze breuk aldus aan (ABCD). 

Indien men de punten A, B, G, D in een andere volgorde neemt, 
of op een andere wflzö in paren verdeelt, dan kan men ook verschil- 
lende dubbelverhoudingen verkrijgen. Zoo is b. v. voor de punten 
A, C, D, B de dubbelverhouding 

D£ B^ 
""DA * ba' 

Voert men dit op alle mogelyke wflzen uit, dan kan men in het 
geheel 24 dubbelverhoudingen verkrflgen, die echter op eenvoudige 
wjyze met elkander samenhangen. Zoo ziet men dademk in, dat de 
dubbelverhouding d op deze vier wijzen geschreven kan worden: 

DC^ BC CD AD AB CB BA DA 
DA * ba' CB * AB' ad " cd' BC" * DC ' 

zoodat de vier dubbelverhoudingen 

(ACDB), (BDCA), (DBAC), (CABD) 

geltjk z^n. Op dezelfde wyze z^n er telkens vier geltjke dubbelver- 
houdingen, dus kunnen er slechts zes verschillende zQn. 

Maar ook deze staan met elkander in verband. Is namelijk d een 
dier dubbelverhoudingen, dan zfln de vflf andere 

d 











1 
d' 


1-d, 


r^.'- 


1 
d' 


Zoo 


is 


b. 


V., 


als men stelt 














d 


DC 
""DA ' 


BA''*'- 


CB 
"CA 



d' d — l' 



DB 
DA' 



en als men dan op fig. 286 let, 

DA. BC — DC. BA (DO -f- C A)B C — D C (BC-I-C A) 



1 — (2 = 



DA. BC DA. BC 

CA(BC — DC) CA.BD 1 



DA. BC DA. BC d/ 
derhalve 1 



1 1 

1 A C B D 

^* ~ r^^' Fig. 286. 

Op soortgelijke wQze wordt het bew\jB voor alle andere dubbel- 
verhoudingen gevoerd. 
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Eigensohap 279. Neemt men op een drager drie vaste punten A., 
B, O en bepaaü men de dubbelverhouding van deze en een willekeurig 
vierde punt, dan heeft zij voor alle punten der rechte verschillende 
waarden» 

BewiiJB: Zyn D en E twee willekeurige punten, dan zou uit 

CB DB_CB EB 
CA ' DA~CA ' EA 



volgen 



DB 

da' 



EB 

^êa' 



dus, door toepassing van een eigenschap der evenredigheden, 

AB:DA=zAB:EA, 
d. i. DA = EA. 

üit deze eigenschap volgt, dat een punt op een drager door zQn 
dubbelverhouding tot drie andere punten daarvan volkomen bepaald is. 

141. Eigensohap 280. Trekt men uit een punt van een der stralen 
van een straaUmndel van vier stralen een snijUjn evenwijdig aan een 
der andere stralen en een andere willekeurige snijlijn, dan worden 
van de eerste twee stukken afgesneden, welker verhouding gelijk is aan 
de dubbelverhouding der vier snijpunten op de tweede snijlijn. 




Gegeven : 



RS||PD. 



Fig. 287. 





Te bewezen: 


^JD 


R& ab eb 
b S~ad ' cd 




Bewgs: Uit A^Pd, waarin 




E & II Pd is, besluit men 




üb ab 
Yd~ad 




Evenzoo vindt men uit A c P d, 




met 6 S II Pd, 


bS 
Pd' 


_cb 
''cd 



Door deeling dezer betrekkingen ontstaat 

Rb ab eb 

b S ad ' cd 
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Eigenschap 281. Bij een straalhundel van vier stralen is de dubbel- 
verhouding voor de overeenkomstige snijpunten van alle snijlijnen dezelfde. 

Te bewigzen: 

BC DC_B^ D^ 
BA • DA""B'A' *' Wa'' 

Bewys: Trekt men door 
C en O' rechten 1 1 P A, dan 
is volgens de vorige eigen- 
schap 

DC_CR 
DA~QC 

D' C' C' R' 



BC 
BA 

B^' 
B'A' 



■=-7r-z en 



D'A' Q' C' 



en men heeft nog slechts te 
bewezen, dat 

CR_C^ 
QC""Q^ 




Fig. 288. 



is. Deze eigenschap is echter reeds in N* 149 aangetoond. 

Opmerking: Men kan eigenschap 280, die tot het bewtjs van 
N® 281 gediend heeft, ook als een btJzonder geval van deze laatste 
beschouwen. 

Trekt men namelflk een wille- 
keurige snöHJn ad van den bundel 
P (A B C D) en een sntjlön a' d\ 
die evenwydig loopt met PD, dan 
is volgens N* 281 de dubbelver- 
houding der vier punten a, &, c, 
d gelijk aan die der punten a', 
h'j c', d'y als d' op oneindigen 
afstand in de rechte a' c' gedacht 
wordt. Om deze laatste dubbel- 
verhouding te vinden, beschouwe 
men eerst het geval, dat d' op 
zeer groeten afstand van a' ligt, 

late dan dezen afstand voortdurend toenemen en onderzoeke tot 
welke grens die uitdrukking nadert. Dan is dus 

ca ' da 'c'a' ' d' a' 




Fig. 289. 



Digitized by 



Google 



284 



Maar 



dus 



d'h' _ d!a' — h' a' _ ha' 
d'a'~ d'a' ~ d'a!' 






en hieruit volgt dan N* 280. 

Op dezelfde w\jze ziet men ook de reeds in § 138 vermelde eigen- 
schap in, dat twee punten A en B, het midden M der rechte A B en 
een punt O op oneindigen afstand in AB gelegen, als vier har- 
monische punten beschouwd kunnen worden. Want hiervoor is de 
dubbelverhouding 



Gr. 



MB 
MA 



OB 
OA 



_MB_ 
""MA~"" ' 



De duAbelverhouding van de vier snijpunten eener mllekeurige 
snijlijn met den straalbundel, wordt ook de duhhelverhouding van den 
straalbundel genoemd, 

142. Neemt men twee straalbundels, elk van vier stralen, aan, dan 

kan men voor elk een bepaalde 
P volgorde der stralen vaststellen 

en daarna de dubbelverhouding 
van lederen straalbundel bepalen. 
Twee stralen der bundels, 
die hetzelfde volgnummer be- 
komen, worden overeenkom- 
stige stralen van de bundels 
genoemd. 

Liggen de vier snijpunten 
van de vier paren overeenkom- 
stige stralen van twee bundels 
op één rechte, zooals in fig. 
290 dan heeten de straalbundels 
perspectief. 

Uit de bepaling, die w{j aan 
het einde der vorige § voor de dubbelverhouding van vier stralen 
gaven, in verband met N* 281 volgt nu onmiddellijk 

Eigensohap 282. Twee perspectieve straalbundels hebben gelijke 
dubbelverhouding . 

Bewitjs: Voor eiken bundel namelijk is de dubbelverhouding der 
stralen gel^k aan die der vier snijpunten. 
Twee straalbundels, elk van vier stralen, die zoodanig z\jn, dat de 




Fig. 29Q. 
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dubbelverhouding der vier stralen^ van den eenen bundel gelijk is aan 
die der overeenkomstige stralen van den anderen bundel, noemen V7ü 
projectief. 

Eigenschap 288. Als twee straalbundeU F en P^ één straal ÏPA 
en P, A gemeen hébben en de dubbelverhouding van vier stralen 
P (A B C D) van den eenen is gelijk aan die van vier stralen Pj (A B, Cj D,) 
van den anderen, dan zullen de drie snijpunten van de overeenkomstige 
stralen PB en PB„ PC m PCj, PD en PD, op één rechte liggen (of 
dan zijn die straalbundels perspectief), 
Bewjjs : Snijden nameltjk P B en P, B, elkander in Q en P C en P, Ci 

in R, dan kan men QR 
^ trekken en onderstellen, 

dat deze rechte PD en 
P, D, niet in hetzelfde 
punt snfldt, maar b. v. in 
E en E,. Dan is echter 
de dubbelverhouding der 
punten Q A B E geiyk aan 
die van den straalbundel 
P (B A C D) en de dubbel- 
verhouding der punten 
QAEEi gelvjk aan die 
van den straalbundel 
Pi (B| A C, Dl). Volgens 
het onderstelde is dus ook 
de dubbelverhouding der 
punten Q A E E gel^k aan 
die van QARE, maar dan moet volgens N° 279 E, met E samen- 
vallen. 

In aansluiting aan het vorige noemt men twee puntr^jen elk van 
vier punten, die zoodanig zyn, dat de dubbelverhouding der vier punten 
van de een e ry geljjk is aan die der overeenkomstige punten van de 
andere, projectief. 

Gaan de verbindingslijnen van de overeenkomstige punten van 
twee puntrflen door één punt, dan noemt men die puntrvjen per- 
spectief. 

Eigenschap 284. Als twee rechten een punt A gemeen hebben en 
de dubbelverhouding van vier punten A B C D op de eene is gelijk aan 
die van vier punten A B, C, Di op de andere, dan zullen de drie rechten, 
die de overeenkomstige punten B en B,, C en C,, D en D, verbinden, 
door één punt gaan. 

Bewijs : Als nameiyk BB, en G O, elkander in P sneden, dan kan 
men P met het punt D, verbinden. Onderstelt men nu, dat de rechte PD, 




Fig. 291. 
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niet door D gaat, maar AB 
b. V. in E sntjdt, dan is 
volgens N® 281 de dubbel- 
verhouding der vier punten 
ABGE geigk aan die van 
ABiCiDi, dus volgens het 
gegevene is ook de dubbel- 
verhouding van de punten 
ABGE gelflk aan die van 
A B C D, en volgens N<» 279 
moet dan E met D samen- 
vallen. 

Uit N<* 283 kan men be- 
sluiten, dat twee willekeu- 
rige projectieve puntrflen 
steeds in perspectieve ligging 
gebracht kunnen worden, door een punt van de eene ry met het 
overeenkomstige punt van de andere r^ tot samenvalling te brengen. 
143. Eigensohap 285. De dubbelverhonding van een straalbundel 
PA, PB, PC, PD ia gelijk aan het quotiënt van de verhouding der 
afstanden van een willekeurig punt van ¥ A tot F C en PB en de ver- 
houding der afstanden van een willekeurig punt van PB tot PC en P D. 

Gegeven: QQ, en RRi_LPC, QQj en RR, _lPD. 

Te bewiyzen : de dubbelverhouding van den straalbundel is geljjk aan 




Pig. 292. 



QQ, 


RR, 






QQ2 


• RRj' 




Bewijs: Trekt 


^^'^^-^ 






men de rechte QR, 


/ /\\>-^Sï. 






die PC en PD in S 








en T snijdt, dan 


/ / y\ \ ^^^^"^"^ 






is volgens de be- 


i / y^ \ /\jR, 


^^"^^^ 


.^ 


paling de dubbel- 


j/y^ V/V^ — — 




D 


verhouding van 


g^il — ^sT"" \^ 






den straalbundel 


/ \ ^0 








A B 






QS RS 


Fig. 293. 






""QT* RT' 


Uit het gegevene volgt echter 








QQJIRRi en 


QQ.II 


RRj, 
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dus is in A S Q Qi 







QQi QS 
RRi~ES' 


en in A T Q Q, 




QQ, QT 
REj~RT 


Hieruit volgt 






QS 


QT 


QQ. QQ. QQ, 



RS • RT""RR/ RRj~QQj* RRj 



Werkstukken en Toepassingen. 



144. "Werkstuk 48. Tot drie vdllekeurige stralen den vierden har- 
monischen straal te construeeren. 

Deze constructie volgt onmiddeliyk 
N» 274. 

Zfln P A, P B, P C de drie gegevene 
stralen, waarvan PA en PB toege- 
voegd zUn, dan sntjde men deze door 
de willekeurige rechte DF. Trekt 
men nu de willekeurige rechte Fö, 
die PB en PA in G en H snijdt, 
en vereenigt daarna Q en H met 
D en E, dan zullen deze vereenigings- 
Itjnen een snijpunt I opleveren, dat, 
met P verbonden, den gezochten vier- 
den harmonischen straal doet ont- 
staan. 

Werkstuk 44. Bij drie op één rechte gegeven purden een vierde 
te vinden, zóó dat de dubbelverhouding dier vier punten gelijk is aan 
de verhouding van twee gegeven rechten a en b. 

Analyse: Zgn A, B, G de gegeven punten en D het gezochte 
pimt. Vereenigt men nu een willekeurig punt P buiten den drager 
met A, B, C en D en trekt men door G een rechte ||PA, dan is 
volgens N® 280 de dubbelverhouding 
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BC PC 
BA • da' 



CR_ 

'qc' 



BC DC_CR 
BA' DA~q1i* 

Uitvoering: Trek door 
C een willekeurige rechte 
en meet hierop de stuk- 
ken af 

CR = a en CQ = 6. 

Yereenig R met B en 
trek uit A een rechte 
II QR, die RB in Psntjdt, 
dan zal PQ den drager 
AC in het gezochte punt 
D ontmoeten. 

Bewtjs: In N<^ 280 is 
aangetoond, dat 

a 
'b' 



Werkstuk 45. Bij drie gegeven stralen van een bundel een vierden 
straal te construeeren, zóó dat de dubbelverhouding dier stralen gdijk 
is aan de verhouding van twee gegeven rechten a en b. 

Analyse: Zfln PA, PB, PC de drie gegeven stralen en PD de 
gezochte straal. Trekt men nu een willekeurige rechte 1 1 P A, die P B, 




Fig. 297. 



P C en P D in R, S, Q sntJdt, dan is volgens N® 280 en 281 de dubbel- 
verhouding van de stralen P (A C B D) geltJk aan R S : Q S. Dus moet 
de betrekking bestaan 
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RS 
QS' 



a 
'h' 



Als dus uit E en Q rechten ||PC getrokken worden, die de Hjn 
P A of haar verlengde in R' en Q' snijden, dan zal ook 

R' P a 



Q'P 



z«n. 

Uitvoering: Neem op PA een stuk PH = a en trek uit H een 
rechte || PC, die PB in I snfldt. Als nu IL || AP getrokken en daarna 
op het verlengde een stuk LM = & uitgezet wordt, dan is PM de 
gezochte straal. 

BewQs: De juistheid der constructie blykt onmiddellijk uit N® 280 
en 281. 

Werkstuk 46. Bij drie gegeven punten A', B', C' op een drager 
een vierde te vinden, zóó dat de dubbelverhöuding van deze vier 
punten gelijk is aan die van vier willekeurig gegeven punten A, B, C, D. 

Analyse : Zfl D' het gezochte punt. Trekt men nu uit A' een wille- 
keurige rechte en meet hierop af 

A' P = A B, 



B 



C J^ 




PQznBC 
en 

QR = CD, 

dan kan men B' P 
en C' Q trekken, 

welke rechten 
dan een snijpunt 
O opleveren. De 
rechte, die D' met 
R vereenigt, zal 
dan volgens N® 
284 door O moe- 
ten gaan. 

Uitvoering: Trek uit het gegeven punt A' een willekeurige rechte, 
waarop A'P = AB,PQ = BC, QR = CD afgemeten worden. Trek 
nu B' P en C' Q, die een snypunt O opleveren. Dan zal O R de rechte 
A' C' in het gezochte punt D' snyden. 

Werkstuk 47. Bij drie gegeven stralen van een bundel een vierde 
te construeeren, zóó dat de dubbelverhouding van die vier stralen gelijk 
is aan die van een gegeven viertal stralen. 

Men kan dit werkstuk terugbrengen tot het voorgaande door elk 
der bundels door een rechte te snijden. Een andere constructie is echter : 

I. 19 



Fig. 298. 
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Zyn PA, PB, PC, PD de vier gegeven stralen van den eenen 
bundel en Q A', Q B', Q C' de drie gegeven stralen van den anderen, 
Q D' de gezochte vierde straal. 

Kiest men nu op PA een willekeurig punt R en maakt 

LPRSzn L A'QB', 
LPRT=L A'QC', 



en 



LPRU=L A'QD', 



zoodat in het punt R een straalbundel ontstaat, die door een ver- 
schuiving den bundel in 
Q volkomen zou kunnen 
bedekken, dan zullen de 
dubbelverhoudingen der 
straalbundels P (A B C D) 
en R (P S T U) geltJk ztjn. 
Daar deze bundels echter 
één straal gemeen hebbeu, 
moeten volgens N° 283 de 
snijpunten der overige 
overeenkomstige stralen 
d. z. de punten G, H en 
I op één rechte liggen. 

Uitvoering : Neem een 
willekeurig punt R op een 
der stralen, b.v. P A, van 
den gegeven bundel 
P(ABCD) aan; con- 
strueer nu 

LPRS=LA'QB' 

en 

LPRT=LA'QC' 

en bepaal het snjtjpunt G van RS en PB, en H van RT en PC. 
Trek nu GH en verleng deze rechte, tot zy PD in I snijdt. Verbind 
dan R met I en construeer in Q een hoek A' Q D' = L P ï^ ü. 

Q.D' is dan de gevraagde vierde straal. 

145. Neemt men op een cirkel twee willekeurige punten P en Q 

en vereenigt deze elk met eenige punten A, B, C van den cirkel, 

dan ontstaan in P en Q twee straalbundels. 

Twee stralen, die P en Q met eenzelfde punt A van den cirkel 
vereenigen, heeten overeenkomstige stralen der bundels. 
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De bundels P en Q zyn niet willekeurig. Men ziet onmiddellök in, dat 
de hoek tusschen twee willekeurige stralen van den eenen bundel gelyk 
is aan den hoek tusschen de overeen- 
komstige stralen van den anderen. 

Twee dergelflke straalbundels heeten 
gelyk. In het kort kan dit aldus worden 
uitgedrukt: Twee straalbundels heeten 
gelijk, als met eiken straal van den 
eenen, één straal van den anderen over- 
eenkomt en omgekeerd, en als dan 
bovendien de hoek tusschen twee wille- 
keurige stralen van den eenen bundel 
gelijk is aan dien tusschen de over- 
eenkomstige stralen van den anderen 
bundel. 

Daarbij kunnen dan nog de beide gevallen onderscheiden worden, dat 

de richting, waarin P A moet draaien om den bundel PB, PC te 

doorloopen, dezelfde is, als die, waarin QA zich moet bewegen om 

de standen Q B, Q C te verkrijgen of niet. In het eerste geval 

heeten de bundels congruent, in het tweede geval heeten zfl sym- 
metrisch. 

Uit het vorige volgt nu 

Eigenscliap 286. De meetkundige plaats der snijpunten van elke 
twee overeenkomstige stralen van twee congruente bundels is een cirkel, 
die door de toppen der bundels gaat. 

Volgens N*^ 20 kan men namelijk uit de onderstelling, dat de 
straalbundels in P en Q congruent ztJn, besluiten, dat 

LPAQ=:LPBQ=LPCQ enz. 

is, zoodat volgens N*^ 207 de punten A, B, C alle op een cirkel 

moeten liggen, die door P en Q gaat. 

146. Eigenscliap 287. (Theorema van Pascal). Als een zeshoek in 
een cirkel beschreven is, dan liggen de snijpunten der drie paren over- 
staande zijden op één rechte lijn. 

G-egeven : zeshoek A B C D E F, beschreven in een cirkel. 

Te bewjjzen: De snijpunten I, K, L van AB en DE, BC en E F, 
C D en F A liggen op één rechte. 

Bew^s : Vereenigt men de hoekpunten D en F elk met de overige 
hoekpunten, dan zijn de straalbundels D (B C E A) en F (B C E A) con- 
gruent en dus is de dubbelverhouding van overeenkomstige stralen 
dezelfde. Snijdt men deze bundels door de rechten A B en B C, waar- 
door de punten B, G, I, A benevens B, C, K, N ontstaan, dan is ook 
de dubbelverhouding dier beide viertallen van punten B G I A en 
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B C K N dezelfde. Maar deze viertallen hebben één overeenkomstig punt 
gemeen, namelijk 6, dus zullen de drie verbindingslijnen der andere 



V 




Iff^ 



Fig. 301. 



overeenkomstige punten volgens N*^ 284 door één punt moeten gaan, 
d. i. a C, I K en A N of C D, I K en A F gaan door één punt, zoodat 
het snijpunt van C D en A F, d. i. L, op de rechte I K liggen moet. 

Met behulp van de theorie der pooll^jn laat zich nu uit het 
theorema van Pascal een andere eigenschap afleiden, die betrekking 
heeft op een om een cirkel beschreven zeshoek. Deze stelling 
luidt: 

Eigenschap 288. (Theorema van Bbianchon). Ah een zeshoek om 
een cirkel beschreven is, dan gaan de drie verbindingslijnen van elk 
paar overstaande hoekpunten door één punt. 

Gegeven : A B, B C, . . . F A raken den cirkel. 
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Te bewezen: AD, BE, CP gaan door één punt. 

Bewys: Vereenigt men de raakpunten, dan ontstaat een zeshoek 
ahcdefj die in den cirkel beschreven is, en volgens N® 287 zullen 
dan de sn^punten t, k, l van a& en de, bc en e f, cd en fa op één 
rechte liggen. Letten wg nu vooreerst op het punt i als snflpunt van 
ab en de. Daar B de pool is van a & en E die van D E, zoo moet de 



J 



r. 



Jt 



Y:. 



/B -^. 



:lc\ 




Fig. 802. 

pooUyn van i door B en door E gaan, d. i. BE is de pooUtJn van het 
punt i. Evenzoo zal CP de pooUtJn van het snflpunt k van bc en e f 
en AD de pooU^jn van het snijpunt l van cd en fa zjjn. Maar daar 
de drie punten i, k, l op één rechte liggen, zullen hunne poollenen 
BE, CP, AD volgens N<^ 229 door één punt gaan, namelflk door de 
pool van de rechte ikL 

In het theorema van Pascal heeft men een eigenschap van eiken 
in een cirkel beschreven zeshoek en evenzoo geeft het theorema 
van Brianchon een eigenschap voor eiken omgeschreven zeshoek. 
Het is gemakkeiyk hieruit ook eigenschappen van een om- en inge- 
schreven vJtJfhoek af te leiden. Men heeft daartoe slechts bg een, in 
een cirkel beschreven, zeshoek één z^jde voortdurend te laten afnemen, 
zoodat z\j eindeltjk in een raakljjn aan den cürkel overgaat en komt 
dan tot 
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Eigenschap 289. Nummert men achtereenvolgens de zijden van 
een vijfhoek^ die in een cirkel beschreven is, dan liggen de snijpunten 
van de eerste en de vierde zijde, van de tweede en de vijfde zijde, en 
eindelijk van de derde zijde met de raaklijn in het overliggende hoek- 
punt op één rechte lijn 
/\, (fig. 303). 

/ i '\^ Evenzoo zal men een 

/ '; ^^, om een cirkel beschreven 

/ ; '\ zeshoek in een v^jfhoek 

/ 1 \ kunnen doen overgaan, 

door een der hoekpunten 
steeds meer tot den cirkel 
te doen naderen, zoodat 
het eindeltjk op den cirkel 
valt. Dan komen tevens de 
beide in dat hoekpunt uit- 
komende zyden in elkan- 
ders verlengde te liggen. 
Uit den omgeschreven zes- 
hoek is dus een vyfhoek 
ontstaan, en het raakpunt 
op een der zjjden van dezen 
vyfhoek vervult dan de rol 
van een hoekpunt van den 
zeshoek. 

Hieruit volgt nu 

Eigenschap 290. Nummert men de hoekpunten van een vijfhoek, 
die om een cirkel beschreven is, dan gaan de drie rechten, die het eerste 
hoekpunt m£t het vierde, het tweede met het vijfde en eindelijk het derde 

hoekpunt met het raakpunt op 
de overliggende zijde verbinden, 
door één punt (fig. 304). 

Het is niet moeiljjk, op 
dezelfde y^yze voortgaande, een 
paar eigenschappen van een in- 
en omgeschreven vierhoek af 
te leiden. 

Deze zal men onder de vraag- 
stukken, aan het einde van 
deze aanteekening opgenomen, 
vinden. 

147. Wy voegen hieraan ten 
slotte nog deze eigenschap toe: 




Fig. 803. 




Fig. 304. 
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Eigenschap 291. De dubbelverhouding van vier punten eener 
rechte is gelijk aan die der vier poolUjnen van die punten ten opzichte 
van een loiUekeurigen cirkel. . 

Bew\js ; Zfln namelflk P, P', P", P'" vier punten op de rechte l en 
Pi Pi P"i P'" cl6 vior poollenen dier punten, die volgens N® 229 alle 
door de pool L van l -pm 

gaan. Vereenigt men nu ^ 

de vier punten met 
het middelpunt M van 
den cirkel, dan is de 
dubbelverhouding van 
de punten P, P', P", F'" 
geljjk aan die van den 
straalbundel 

M(PFP"P'"). 
Maar volgens N<* 227 is 

MPJ.P, MFJ.P, 
enz., dus volgens § 145 
zijn de straalbundels 

M(PFF'F") en 
Hpp'p"p"') congruent, 
zoodat de dubbelverhou- 
ding van de punten P, P', P", P'" ook geltjk aan die van den straal- 
bundel 'L{pp'p"p"') ztJn moet. 




Fig. 305. 



Vraagstukken. 

674. Gegeven twee evenwydigen en op een daarvan een stuk AB. 
Gevraagd A B met behulp van een liniaal alleen in twee gelijke deelen 
te verdeelen. 

675. Het snijpunt van twee rechten valt buiten de grenzen der tee- 
kening. Gevraagd met behulp van een liniaal alleen door een gegeven 
punt een rechte naar dat snijpunt te trekken. 

676. Een hoek en een punt P, tusschen de beenen van dien hoek 
gelegen, zijn gegeven. Door P een rechte te trekken, zoodanig, dat het 
deel dier rechte, door den hoek afgesneden, in P middendoor gedeeld wordt. 

677. De middens der evenwijdige zijden van een trapezium liggen 
met het snijpunt der diagonalen en met dat der opstaande zijden in 
één rechte lijn. 
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678. Gegeven twee stralen P A en P B en een derde P C, die den hoek 
middendoor deelt tusschen twee andere stralen P D en P E, die tot de 
beide eerste harmonisch zvjn. Gevraagd PD en P E te construeeren. 

679. Trekt men door het snflpunt O der diagonalen AC en BD 
van vierhoek A B C D een rechte, evenwijdig aan een der zyden A B, 
die de overstaande ztJde in E en de vereenigingsljjn van de snijpunten 
van AB met CD en van AD met BC in F ontmoet, dan wordt OF 
in het punt E middendoor gedeeld. 

680. Vier punten A, B, C, D liggen op een rechte, zoodat, in de 
gegeven volgorde genomen, AB = 2cM,BC:=lcM is. Bereken A D, 
als gegeven is, dat de dubbelverhouding (ABCD) geiyk is aan 
i, 2, -i, -2. 

681. Eenige evenwJldigen snjjden twee willekeurige rechten in de 
puntrijen A, B, C, D, E . . . . en A', B', C', D', E'. Vereenigt men twee 
overeenkomstige punten, b. v. A en A', met de overige (dus A met 

B', C', D' en A' met B, C, D, . . .) dan liggen de snijpunten der 

overeenkomstige stralen op één rechte. 

682. Druk de dubbelverhoudingen der punten A, B, D, C; B, C, D, A; 
B, C, A, D; A, C, D, B; A, C, B, D in die van de punten 
A, B, C, D uit. 

683. Gegeven de twee dubbelverhoudingen (A B C D) = d en 
(ABCD') = di. Hoe groot is de dubbelverhouding (ABDD')? 

684. Druk de dubbelverhouding van vier punten D, D,, Dj, Dj op 
een drager uit in de vier dubbelverhoudingen (ABCD), (ABC Dj), 
(ABC Dj), (ABCD3), waarin A, B, C op denzelfden drager wille- 
keurig liggen. 

685. Neemt men op het eene been van een hoek drie willekeurige 
punten A, C, E, op het tweede been drie willekeurige punten B, D, F, 
dan liggen de snflpunten van A B en D E, B C en E F, C D en A F 
op één rechte. 

(Bewijs : de straalbundels D (A B C E) en F (A B C E) hebben dezelfde 
dubbelverhouding. Beschouw nu de snijpunten van deze met de rechten 
AB en BC). De zes punten A, B, C, D, E, F vormen een zeshoek 
en de stelling kan dus ook aldus uitgesproken worden: Als de hoek- 
punten van een zeshoek afwisselend genomen op twee rechten liggen, 
dan liggen de drie snijpunten der overstaande zijden op één rechte 
(Theorema van Pascal, Verg. N*^ 287). 

686. Neemt men twee straalbundels, elk van drie stralen a, c, e en 
&, d, ƒ, en bepaalt de snijpunten van a en &, & en c, c en d, d en c, 
e en f y f en a, dan gaan de drie rechten, die het eerste en vierde, 
het tweede en vyfde, eindelijk het derde en zesde snijpunt verbinden, 
door één punt. 

687. Als twee driehoeken A B C en A' B' C' zoodanig gelegen zijn. 
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dat A A', B B', C C' door één punt gaan, dan liggen de snjjpunten van 
B C en B' C', C A en C' A', A B en A' B' op één rechte. 

688. Bewfls het omgekeerde der vorige stelling. 

689. Tot drie op één rechte gegeven punten een vierde te con- 
strueeren, zoodat de dubbelverhouding dier vier punten 2 bedraagt. 

Evenzoo, als de dubbelverhouding — ^ bedraagt. 

690. Zfln A, B, C drie willekeurige punten op een drager, naar 
volgorde genoemd, en A^, Bj, C^ drie andere vnllekeurige punten op 
dien drager van tegengestelde volgorde en zfl verder M een vrillekeurige 
cirkel. Men vereenigt een willekeurig punt P van den cirkel met de 
zes vorige punten, welke verbindingsltjnen den cirkel in de punten 
a, b, c, ttj, &„ Cj snjjden. Vervolgens bepale men het snJlpunt K der 
rechten a b^ en Oi ö, evenzoo het snjüpunt L van a Cj en a^ c. Als nu 
K L den cirkel in de punten d en d, sntjdt en de rechten P d en P (ij 
den drager opnieuw in D en D^ ontmoeten, dan bestaat de gelijkheid 
der volgende dubbelverhoudingen 

(ABCD) = (AiBiC,D) 
(ABCDi)=(AiBiCiD,). 

691. Snjjden vier willekeurige raaklflnen aan een cirkel een vaste 
raakltjn in A, B, C, D en een andere vaste raakltJn in A', B', C', D', 
dan zijn de dubbelverhoudingen (A B C D) en (A' B' C' D') geltjk. 

692. Te bewtjzen, dat de symmediaan van A A B C, uit het punt A 
getrokken, met de raakltjn in A aan den omgeschreven cirkel van 
A A B C tot de zflden A B en AC harmonisch toegevoegd is. 

69B. De symmedianen van een driehoek gaan door de polen der 
zyden ten opzichte van den omgeschreven cirkel. 

694. In eiken koordenvierhoek ABCD ligt het snypunt van de 
raakiynen, in de hoekpunten B en C aan den cirkel getrokken, alsmede 
dat der raakl^jnen in A en D, op de rechte, die het sn^punt der zijden 
AB en CD met dat der diagonalen AC en BD verbindt. 

695. In eiken koordenvierhoek worden twee overstaande zijden A B 
en CD door de raakltjnen aan den cirkel, in de punten C en B (of 
D en A) getrokken, gesneden in twee punten, die met het snJüpunt 
van de twee andere overstaande zijden op één rechte liggen. 

696. Als ABCD een vierhoek is, om een cirkel beschreven, dan 
snflden de twee rechten, die de hoekpunten A en C met de raak- 
punten op BC en AB verbinden, elkander op de diagonaal BD. 

697. Zy P (A B C D) een willekeurige straalbundel en snydt een 
rechte, evenwijdig met PD getrokken, de drie andere stralen in a, b, c; 
bepaalt men dan op die rechte de punten e en f zoodanig, dat ca en 
Cf elk middelevenredig z\jn tusschen ca en eb, dan zullen de stralen 
P c en P/* zoowel harmonisch tot PA en PB, als tot P C en P D zfln. 
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698. Als een willekeurige rechte den straalbundel P (A B C D) in de 
punten a, b, c, d sntJdt en men construeert een cirkel om ^ Tab en 
een anderen om A P c d, welke cirkels elkander in E snijden, dan zal 
PE de rechte ad in een punt e sntjden. Als nu e f en eg elk geiyk 
aan de middelevenredige tusschen ea en eb genomen worden, dan 
zfln P ƒ en Tg zoowel harmonisch tot P a en P ö als tot Pc en Pd. 

699. Is A B C D een vierhoek, in een cirkel beschreven, E het sntJpunt 
van AB en CD, F van CB en DA, G van AC en BD, dan is 

1° F de pool van de rechte E G, E die van F G, G die van E F. 
2° De raakiynen in de punten A en C hebben haar snypunt H 

op E F. Evenzoo Ifgt het snypunt T van de raaklynen in B 

en D op E F. 
3° De puntenparen E, F en H, I liggen harmonisch. 
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ERRATA. 



Bladz. 45 regel 15 v. b. begint § 35. 

;, 111 „ 20 V. o. begint § 70. 

„ 113 ;, 10 v.o. staat 70, lees 71. 

„ 147 „ 1 V. b. staat Hoofdstuk XVI, lees Hoofdstuk XVI*. 

„ 193 „ 12 V. o. stacU^624:y lees 424. 
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